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«^ Das vorliegende Lehrbuch der Kinematäc gibt eine eHemmtofe 

^ Dargteüung dieses Zweiges der Mechanik, wie sie dem gegen- 

"^ wärtigen EniwiMungszustand entspricht. Nachdem im letzten 

^^''^ JaJvriehnt eine lebendiger Aufschwu/ng des Interesses für die 

C mechanischen Ghnmdlagen der Physik, Chemie tmd Technik 

Q unverken/i/Jbar an den Tag getreten ist und bereits eine ungewöhn- 

lick große Zahl vortrefflicher Lehrbücher der Mechanik in kurzer 

Frist aufeinanderfolgend das Bedürfnis für umfassendere und 

gründlichere Darstellungen dieser Wissenschaft erwiesen haben, 

erscheint dem Verfasser des neu hinzutretenden Elementar» 

buches die Verpflichtung der Rechtfertigung seiner Arbeit keine 

allzuschwere. 

In bezug auf die Umgrenzung der Kinematik ist die Auf- 
fassung, welche Heinrich Hertz in seinen Prinzipien der Me- 
chanik vertreten hat, maßgebend gewesen. Danach ist der 
Massenbegriff aufgenommen worden und die hierdurch mögliche 
Ausarbeitung der Systembegriffe, deren Nichtbeachtung eine be- 
dauerliche Verzerrung des modernen Bildes der'^ Kinematik ziwr 
Fo^ehat,istifl^denMittdpunktderIkvr8tdkmggerwM. Hieraus 
^ erldaren sich fast aUe Abweichungen in der Anordnung und Be- 
^ grenzung des Stoffes, welche manchem Leser beim Vergleich mit 
den vorhandenen Lehrbüchern auffallen werden. 

Es ist kaum notig dara/uf hinzuweisen, daß die geschicMUche 
^ Ausbildung der Systembegriffe in der Kinematik weit zurück- 
k^ reicht. Wir verdanken sie im ufesentUchen Euler und Lagrange 
und man kann ohne Zögern behaupten, daß diese auch bereits 
ihre fundamentale Bedeutung so Mar erkannt haben, wie es heute 
möglich ist. Hätte sich die Mechanik nicht wahrend eines halben 
Jahrhunderts unter der Führung Jaccbis, Hamiltons und anderer 
Mathematiker fast ausschUeßUch mit Problemen der Astronomie 
und physikalischen Atomistik beschäftigt, dann wäre das Ver- 
ständnis für eine umfassendere Konzeption der Massenkinematik 
lange vor Hertz zum Durchbruch gekonmen und die Systembegriffe 
wären zum Gemeingut aller derjenigen geworden, welchen die 
Anwendungen der Mechanik obliegen. Überhawpt kann man 
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IV Vorwort. 

nicht leugnen, daß das gewohnheitamäßige, ängstUche Festhaken 
an den Gepflogenheiten einer Lüeratv/rferiode der Mechanik, 
die wesentlich andere Ziele und Bedü/rfnisse hatte, als diejenigen, 
welche der heutige Physiker und Techniker vor sich hat, auf 
die EntuncJdung der praktisch verwertbaren Grundlagen dieser 
Wissenschajt nur zu lange ungünstig eingewirkt und damit vor 
aUem eine umfassende Durchbildung des Technikers in der 
Mechanik erschwert. 

Vom Standpunkte des methodischen Unterrichts wird man 
vielleicht einwenden, daß der strengen Trennung des Stoffes in 
Kinematik und Dynamik wohlhegrundete Nachteile im Wege 
stehen. Diese Ansicht vertrete ich selbst, indem ich in meinen 
Vorlesungen von einer solchen Trennung absehe und die einzelnen 
Probleme von beiden Gesichtspunkten aus zugleich erledige, wie 
es der vorwiegenden Gewohnheit entspricht. Dessen ungeachtet 
ist in dem gegenufärtigen Lehrbuch die systematische Spaltung 
durchgeführt, da der Anfänger beim Selbststudium oder beim 
Gebrauch desselben zur Erweiterung seiner bereits anderweitig 
erworbenen Kenntnisse zunächst die %hm schwieriger erscheinenden 
Partien einfach ubers<Magen kann und dennoch hinreichendes 
Material vorfindet, welches seinen augenblicklichen Bedürfnissen 
entspricht. Auch wird bei dieser selektiven Art der Benutzung des 
Budies eine sich aUmahUch steigemdeFähigkeit in der selbständigen 
Beurteilung der eigenen Bedurf nisse und der auszuu^ählerden Hüfs^ 
mittd sehr günstig a/uf die wissenschafüiche Ausbildung wirken^ 
die niemals am fremden Gängdbande erreicht werden kann. Selbst 
die Gefahr eines gelegentlichen Fehlgriffes in der Ausuxihl darf 
bei dieser Methode nicht zu hoch angeschlagen werden, denn 
fortes fortuna adjumt, wahrend Sttäierende, welche immer 
fürchten auf dem falschen Wege zu sein, selten ein lohnendes 
Zid erreichen. 

Überwiegender ist der Vorteil der Trennung für diejenigen 
Benutzer des Buches, welche die ersten Elemente der Mechanik 
bereits beherrschen und genötigt sind, im gegAenen Falle einem 
bestimmten Protleme näher zu treten. Hier erleichtert die syste* 
matische Anordnung in Verbindung mit dem alphabetischen 
Sachregister die rasche Orientierung wesentlich, und die Be- 
queniUchkeit der Benutzung wächst bei zunehmender Vertra/utheit 
mit dem Inhalt des Buches. 

AussMiggAend war endlich ein anderer Gesichtspunkt, der 
die letzten Bedenken des Verfassers bei der Entschließung zur 



Vorwort. V 

fx>rKegenden EirUeihmg des Stoffes beseitigt hat. Schon ein 
flüchtiger Vergleich der zaMreidien in den letzten Jahren er* 
schienenenLdifhiMiherdefMet^^ zeigt deutlich, daß man heute 
unter dem Druck anderer Anforderungen steht als in der voran* 
gehenden Periode der vorwiegend mathematischen oder astro* 
nomischen Interessen, Man bietet dem Studierenden jetzt eine 
größere Mannigfaltigkeit der benutzbaren Hilfsmittel und me- 
ihodischen Gesichtspunkte, um ihn auf breiterer Basis für die 
selbständige Bewältigung von Problemen vorzubereiten, wie sie die 
Praads mit ihrer scheivha/r hünenhaften Vielgestaltigkeit auf- 
wirft. Wer nur einmal in die Lage gekommen ist, ein solches 
Problem zu losen, der wird bald gemerkt haben, daß hier der zum 
Zide fahrende Weg ein ganz anderer ist, wie bei der Durch- 
arbeitung von Übungsbeispiden in einer Aufgabensammlung. 
Jetzt erscheinen die Schwierigkeiten so gesteigert, daß meistens 
nur eine sorgfältige Zerlegung der Arbeit eine erfolgreiche Losung 
möglich macht. Eine hU^re Abgrenzung des ObjelUes der Bewegung, 
wenn es mit anderen Teilen verbunden ist, ist von vornherein 
nidtt leicht — und doch hängt von der geschickten Ausführung 
dieses ersten Schrittes- so viel ab. Dann kommt die kinematische 
Erfassung des Systems, seiner Bewegungsmöglichkeiten, seines 
QeschwindigkeitS' und Beschleunigungszustandes, wie sie der 
spezidien Art seiner Oebundenheit entsprechen. Nachdem dies 
aUes mit ausdauernder Oeduld erledigt ist, steht man vor neuen 
Schwierigkeiten. Das Kräftesystem ist in seinem ganzen Umfang 
zu berikksuMigen und man gelangt dann mühwoU Schritt um 
Schritt weitertastend zu den Differentialgleichungen der Be- 
wegung des Systems. Bis zu diesem ersten Ziele sind theoretische 
Kenntnisse allein nicht immer ausreichend. Oft muß man ad hoc 
angefertigte Modelle zu Hufe nehmen, um die kinematische 
Orientierung zu vervollständigen oder sorgfältig erdachte Ver^ 
st^JisariordnungenbeniUzen, damit nian sich von der Richt^ 
Kräfteauffassung zu überzeugen vermag. Hat man so nach aUen 
Seiten gesichtet und gesichert, dann kommt die spezifisch kine- 
tische Arbeitsleistung: die Integration der Bewegungsgleichungen, 
die Konstantenbestimmung, die sorgfältige Diskussion der endr 
Uchen Bewegungsgleichungen, die Ausschälung besonders dn- 
faeher und übersichtlicher Bewegungsformen aus dem schein- 
baren Oewirr aUer möglicher zusammengesetzter Formen, weUAe 
die unmiUeÜHM'e Integration — > werm sie überhaupt megUch wa/r — 
ergAen hat. Aber selbst auf dieser Stufe der scheinba/ren VoU- 
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endung der Lösung weichen die Sorgen und die Anforderungen 
an die Geduld noch nicht. Man ist vielmehr meistens jetzt erst 
imstande durch Versuche und Beobachtungen festzustdlen^ ob 
aUe die zahlreichen^ anfangs mehr oder weniger unsicheren An- 
nahmen^ v^dche zu dem kinematischen und dynamischen Ansatz 
führten, der Wirklichkeit hinreichend entsprechen, cb die Ver» 
nacMässigungen, Vielehe zugunsten einer möglichst einfachen 
Lösung an verschiedenen Stellen der DurohfOhfung oft ziemlich 
gewaltsam angd>racht wurden, auch nicht etwa verzerrend auf 
das mechanische Bild, das man doch im großen und ganzen mög* 
Uchst toahrheitsgetreu erhalten unU, eingewirkt haben. 

Die naturgemäße Arbeitsmethode zur Lösung aktueller 
Probleme entspricht daher durchaus der Einteilung der Mechanik 
in Kinematik und Dynamik und die VerstAmdzung beider Alh 
schnitte empfiehlt sich nur noch beim Anfangsunterricht. Über 
die Auswahl und Verteilung des Stoffes im einzelnen ist hier 
nichts zu bemerken, da die Inhaltsübersicht diese sofort erkennen 
läßt. Dagegen ist es meine Pflicht, der Mitarbeiter zu gedenken, 
die mich bei der Herstellung des Manuskripts und während der 
Drucklegung in der dankenswertesten Weise unterstützt lioben. 

Herr Professor Dr. Hamel-Brunn stand mir toahrend 
der Bearbeitung des Textes beratend, helfend und erkermbare 
Mängel der Darstellung bessernd zur Seite. Der Abschnitt über 
das NuUsystem ist durch ihn in wesentlichen Punkten beeinflußt, 
während einige Paragraphen, welche über die nicht-hoUmomen 
Bewegungen handeln, in der vorliegenden Form fast ganz von 
seiner Hand redigiert sind. Außerdem hat er »ich der Mühe 
unterzogen, von edlen Bogen die letzte Revision zu lesen. 

Herr Dr.Winkelmann-Karlsruhe nahm demVerfasser das 
mUhevoUe Geschäft der Satzkorrektur zum größten Teüe ab und 
hat namentlich daau beigetragen, daß die hier zum ersten Male 
durchgeführte neue Bezendmung der Dimensionen, wodurch sich 
die wesentlichen Abweichungen des vorliegenden Werkes in der 
Wahl der Symbole erklären, möglichst korrekt ausgefallen ist. 

Gleichen Dank möchte ich auch dem Herrn Verleger und 
der Druckerei an dieser Stelle für ihre Mühewaltung aussprechen, 
da die im vorliegenden FaUe ungewöhnlichen Anforderungen 
an die Ausstattung des Buches im ganzen und die Herstellung des 
Satzes nu/r durch ein unermüdliches Entgegenkommen erfuUt 
werden konnten. 

Karlsruhe, Ostern 1906. 



BezeicImiLng der geometrisclieii Dimensionen. 

(Man yergleiohe Nr. 11 des Textes.) 



Dimension 

-2 

Grotisch maj. 



Elementargröße 
ft spezifische Krafty be- 
zogen auf die Ydam- 
einheit 



SystemgrGße 
Durch dieentsprechende 
steile oder fette Type 
bezeichnet 



—1 m spezifische Masse, be- t kinetischeEnergieder 

Gotisch min. zogen auf die Langen- Yolumeinheit. 

einheit. 



T Zeit 

Griech. min. /i Masse. 

-Hl a Strecke. 

Latein, min. t; Geschwindigkeit. 

W Beschleunigong. 



Q> Winkelgeschwindig- 
keit. 

P Impulsvektor der 
Translation. 



+2 F Flächengeschwindig- J Impuls vektor der Bo- 

Latein. maj* keit. tation. 

E kinetische Energie E kinetische Energie 

einesMassenpunktes. des Systems* 

4-3 TT Volumen eines Kop- 

GriecL maj. pers. 

Jede gerichtete Gröfie ist durch einen übergesetzten Hoii- 
zontalstrich ausgezeichnet. 
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L Allgemeines Aber Keclianik. 

1« Aufgabe der Meehanik. Die mathematiscbe^^ Beschrei- 
bung von Bewegungen war schon im Altertume' bekannt. 
Vor allem waren es ^e scheinbare Drehung des Stern- 
hünmels und die verwickelten Bahnen der Planeten (einschl. 
Sonne und Mond); welche sehr frühzeitig zu einer mathe- 
matischen Erfassung dieser Bewegungsformen führten. In- 
des begnügte man sich damit^ den Lauf der Himmelskörper 
durch einfache oder zusammengesetzte Kreisbewegungen zu 
deuten und dementsprechend geometrisch zu fixieren. Die 
Objekte der Bewegung waren hier Punkte (bei Sonne und 
Mond der Mittelpunkt der Scheibe). Aber schon Archi- 
medes (287 — 212) erforschte das Gesetz der Kraftewirkung 
am Hebel. Er betrachtet also ein starres System^ welches 
um eine feste Achse drehbar ist. Die moderne Mechanik^ 
deren Grundlagen durch Stevin (1548 — 1620), Galilei 
(1564—1642), Huyghens (1629—1695) und Newton 
(1643—1727) geschaffen sind, betrachtet nicht allein die 
Bewegung von Punkten und starren Körpern, sondern zieht 
auch elastische feste Körper, tropfbare Flüssigkeiten und 
Grase in den Bereich ihrer Untersuchung. Selbst hypo- 
thetische Medien wie der Äther der Physiker werden als 
imponderable Systeme nach den Prinzipien der Mechanik 
behandelt. 

Die mechanischen Forschungsmethoden, mögen sie sich 
als Ziel nur die Beschreibung der Bewegungsvorgange als 
solche setzen oder das Gleichgewicht von Kräften an einem 
wohl definierten System im Auge haben, oder endlich den 
SSnfluß eines Kräftesystems an einem bereits in Bewegung 
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befindlichen materiellen System zu bestimmen suchen, stehen 
immer in einem gewissen Znsammenhang mit der nator- 
wissenschafdichen oder spenell technischen Erfahrung. 
Allerdings werden die Hiltemittel d^ Geometrie und Ana- 
lysis stets gebraucht, aber deshalb ist die Mechanik nicht 
ds ein Zweig der Mathematik zu betrachten, sondern viel- 
mehr ab eine Wissenschaft, welche ihre Werkzeuge gleich- 
zeitig der Mathematik und der Beobachtung, sowie dem 
zielbewußten Experiment verdankt 

Die Aui^be der Mechanik besteht daher auch keines- 
wegs in der Durchführung willkürlich aufgestellter Probleme, 
deren Zweck die Erlangung mathematischer Fertigkeit ist^ 
sondern vielmehr in der richtigen Auffassung aller Systeme, 
deren Bewegung erforscht werden soll, in der klarcin Er- 
kenntnis der Kraftesysteme, welche auf das Objekt der Be- 
w^ung wirken und in dem NaohWeis einer vernünftigen 
Ubereinstumnung zwischen den Resultaten ihrer Untersuchung 
und den beobachtbaren Erscheinungen der Wirklichkeit. 

2. Hntennng der Meehanlk. Naturgemäß wird man das 
Objekt der Bewegung zunächst ins Auge fassen, also die 
Frage stellen, ob es einfach oder zusammengesetzt (vgl. Nr. 3) 
ist, ob es sich durch einen starren Körper oder ein System 
solcher Korper mit hinreichender Annäherung ersetzen läßt 
oder ob man es ab ein Aggregat freier Punkte auffassen kann. 
Erst nachdem man die Natur des mechanischen Systems 
hinreichend erfaßt und damit der mathematischen Definition 
zugänglich gemacht hat, wird es möglich, die Erscheinungs- 
formen seiner Bewegung im einzelnen zu untersuchen. Auf 
dieser Stufe der mechtmischen Forschung können die Ein- 
wirkungen der Kräfte, welche den Bewegungszustand beein- 
flussen, noch außer acht gelassen werden. Mit Bücksicht 
auf diese willkürliche Beschränkung bezeichnet man jenen 
ersten Abschnitt in dem systematischen Lehrgebäude der 
Mechanik als Kinematik. Sie bildet die Grundlage für 
alle weitergehenden Untersuchungen, bei welchen die Kräfte 
in den Bereich der Betrachtung gezogen werden. Diese selbst 
sind G^^nstand des zweiten EÜBiuptabschnittes der Mechanik, 
nämlich der Dynamik oder der Lehre von den Kräften und 
ihrem Verhalten bei den Zuständen des Gleichgewichtes und 
der Bewegung. Doch sind die Zwecke der Dynamik in der 
geschichtlichen Entwicklung der Mechanik schon überall maß- 
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Sehend für die Begriffsbildungen der Einematik gewesen, da 
e Trennimg in systematischer Beaehnng (Ampere) erst 
erfolgte, als unsere Wissenschaft bereits ein bedeatendes 
Maß der Ausbilduog erreicht hatte. 

Hertz hat in seinen „Prinzipien der Mechanik^' 
1894 (Gresammelte Werke Bd. 3) den Versuch durchgeführt, 
die Kräfte aus der Mechanik prinzipiell auszuschalten, so 
daB die Djmamik im engeren Sinne forteilt. Im Ghtinde 
genommen ist dies jedoch nur eine andere Auffassung der 
iJtheigebrachten Methoden der Mechanik und hat daher wenig 
oder gar keinen Einfluß auf die Behandlung realer Probleme. 

8. Anlfeabe der innamAtiir, Das ein&ohste Objekt der 
reinen Bewegungslehre ^ der Punkt, bildet den Ausgang in 
der Entwicklung der Kinematik und damit auch wieder zu- 
gleich die Grundlage für alle weiteigehenden Untersuchungen 
derselben. An dem geometrischen oder mit Masse behafteten 
Punkte werden zunächst die kinematischen Grundbegriff e^ 
nämlich Geschwindigkeit und Beschleunigung definiert 
und dann erst auf ausgedehnte Körper (starre Systeme, Oe- 
lenksjsteme, stetig veränderliche Materien) ausgedehnt und 
zu den sogenannten Sjstembegriffen weiterentwickelt. 
Insofern sidi die Grundb^riffe der Geschwindigkeit und 
Beschleunigung nur auf einen Punkt beziehen, unterscheidet 
man sie nach Hertz von den Sjstemb^riffen ausdrücklich 
als Elementarbegriffe der Kinematik und fiberträgt diese 
Terminologie auch auf alle aus Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung abgeleiteten Größen. 

Wir rechnen auch die Masse zu den Grundbegriffen 
der Kinematik, da andernfalls eine vollständige^) Behandlung 
der Bewegungserscheinungen zusammengesetzter Systeme vom 
mechanischen Standpunkte aus nicht möglich ist Die Be- 
wegungslehre, soweit sie von dem Massenb^riff ganz un- 
abhängig betrachtet wird^ bezeichnet man am deutlichsten 
als geometrische Eanematik, da sie sich auf den homogenen 
Baum als Objekt der Bew^ung und nicht unmittelbiff auf 
physische Körper bezieht 

Als allgemeine Au%tbe der Kinematik betrachten wir 
hiemach erstens die AiSstellung und Verwertung der ele- 

^ Die Bekanntschaft mit den angeführten Grundbegriffen 
wird hier vorausgesetzt, obwohl dieselben später im Zusammen- 
hang unserer Darstellmig systematisoh behandelt werden. 
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mentaren Begriffe der Geschwindigkeit und der Beschlea- 
nignng und die Entwicklung der entsprechenden System- 
begriffe mit Berücksichtigung der Massen Verteilung in 
dem Gegenstand der Bewegui^. 

4. Behandhmg kbiematiseher Probtame. Jede mechanische 
Au^abe^ wie sie die Physik oder die Technik stelit, verlangt 
zunächst eine kinematische Erfassung und Durdifnhrung. 
Bei dieser Auffassung ist es vorteilhaft, zunächst von den 
in Lehrbüdiem reproduzierten Übungsbeispielen einmal ab- 
zusehen. Man denke vielmehr an eine Problemstellung, die 
eine durchaus selbständige Durchfuhrung erfordert In dieser 
Lage waren ja auch einst alle diejenigen, welchen wir die 
Schöpfui^ der uns heute zu Gebote stehenden fertigen 
mechanischen Prinzipien und Methoden verdanken. In jeder 
Entwicklungsperiode der Mechanik waren natürlich die zur 
Losung des Problems bereitstehenden Hilfsmittel (mathe^ 
matische und empirische) von ganz bestimmt begrenztem 
Umfang und Wert. Wenn wir heute ein Problem schein- 
bar ohne kinematische Durchführung lösen, so ist dies uns 
nur möglich, weil ein anderer vorher diese notwendige Arbeit 
geleistet hat Ist jedoch das Problem nach dieser Seite hin 
nicht behandelt oder, was viel häufiger vorkommt, für die 
aktuellen Bedürfnisse ungenügend durchgeführt, so muß die 
kinematische Behandlung mit den bereitliegenden Hilfsmitteln 
und auf dem üblichen oder einem teilweise neuen Wege in 
Angriff genommen werden. BUcken wir zunächst auf die 
vorhandenen mathematischen Hilfsmittel. Hier stehen 
uns die Methoden der Geometrie und der Analysis in ihrem 
unübersehbaren Umfange zur Verfugung. Aber welche Werk- 
zeuge soll man aus dieser fast unermeßlichen Yorratkammer 
als die gerade passendsten herausgreifen? In einer günstigen 
Lage ist schon derjenige, dessen mathematische Kenntnisse 
so eng begrenzt sind, daß ihm die Wahl aus diesem Grunde 
nicht schwer wird, in der beneidenswertesten aber ist jener^ 
weldier mit unbefangenem Blick stets auf den Gebrauchs- 
wert der einfachsten mathematischen Hilfsmittel hii^eschaut 
hat und sich durch unablässige Anwendung dieser wenigen 
Werkzeuge gründlich geübt hat Nur auf diesem Wege 
nähert er sich jenen Männern, welchen wir die entschei- 
denden Fortschntte auf theoretischem und praktischem Ge- 
biete danken. 
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Immerhin ist es unmöglich^ zu irgend einer Zeit genau 
festzustellen, welche mathematischen HiUsmittel in eminentem 
Maße brauchbar sind und noch bedenklicher wäre es^ die- 
jenigen zu registrieren, welche dauernd als unbrauchbare zu 
bezeichnen wären. Die nachfolgenden engen Abgrenzungen 
sind daher nur als eine Abgrenzung des anbedingt Erforder- 
lichen zu betrachten. 

Von analytischen Kenntnissen genfigt für das Stndinm 
der Kinematik, abgesehen von den auf der Mittelschule eat^ 
worbenen Kenntnissen in der Elementarmathematik, di^Fähig»- 
keit einer geschickten Handhabung der Funktionen ^ ^, sin^, 
coso;, 6^ und \gx, sowie deren Differentiation und Integration. 
Hiermit ist man imstande die aUgemeiue Lösung der Diffe- 

reütialgleichung -r-^ + n^y = zu finden. Die einfachsten 

Aggregate der obengenannten Elementaifunktionen führen 
zur Taylorseben Reihe und den häufig gebrauchten trigono- 
metrischen Beihen von der Form: 

/•(#) = 6^ + 6^ cos# + 62 cos2* + . . . 
+ <k sind + ^2 8in2# + . . . 

Ganz besonders sind die Methoden zur angenäherten Diffe- 
rentiation und Integration von Funktionen einzuüben, die 
durdi eine endliche Anzahl diskreter Ordinalen gegeben sind. 
Man findet dieselben im Anhange zam U. Bande zusammen- 
gestellt, da sie eigentlich erst in der Djmamik gebraucht 
werden. 

Die geometrischen Hilfsmittel sind mannigfacher als 
die rein analytischen. Hier ist vor allem eine gründliche 
Vertrautheit mit den elementarsten Sätzen der Baumgeometrie 
und der Lehre von den Kurven und Flächen im Räume er- 
forderlich. In diesem Lehrbuche werden diese Kenntnisse 
jedoch nicht vorausgesetzt, sondern mit Benutzung der 
Vektorrechnung so weit entwickelt, als sie hier in Be- 
tracht kommen. 

Die Hilfsmittel, welche die Beobachtong und das in be- 
stimmter Richtung geleitete Experiment an die Hand geben, 
sind so eng mit der systematischen Darstellong der mechar 



^) Man vergleiche etwa Perrys „Calculus for Engeneers', 
deutsch von Fricke und Süohting (Teubner 1902). 
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nischen Prinzipien mit Einschluß der Dynamik veiknfipfty daß 
es unmöglich erscheuit, hier schon ^nleitnngsweise nShere 
Angaben zu machen. Es handelt sich dabei zunächst um 
die Bestimmung von Massen und Massenverteilungen, um 
die experimentelle Feststellung von Bahnen bew^;ter Punkte 
und die Abhangi^eit der Li^en von der Zeit^ woraus sich 
dann der Greschwindigkeits- und Beschleunigungsverlauf ab- 
leiten Ufit Die Feststellung von Schwerpunktdagen, TrSg^ 
heitsaohsen und der Große der Tragheits- und Deviations- 
momente durch Versuche kann erst in der Dynamik behandelt 
werden. 

IL Das Operieren mit Tektoren. 

6. Unprung und Deflniflon der Vektoren« Betrachten wir 
eine Strecke OA (Fig. 1) als den geradlinigen Weg eines 
Punktes, so können wir an diesem Gebilde notwendigerweiBe 

unterscheiden: 1. den Ausgangspunkt 0^ 



^ 



2. die Bichtung OA und 3. die Lange OA. 
O A Man bezeichnet nun jede Strecke im 

Fig.i. Baume, welche mit diesen drei Attri- 

buten behaftet ist, als einen Vektor im 
weiteren Sinne. Diese vollständige Auffassung der 
Streckengrößen ist im Prinzip so alt, daß man bestimmte 
historische Angaben über ihre erste Einführung kaum 
machen kann. Jedenfalls aber läßt sich mit Sicherheit 
feststellen, daß Leonhard Euler (1707 — 1783) eine ana- 
lytisch vollständig ausgebildete Theorie^) der Vektoren be- 
siEiß und in seinen Untersuchungen über die Bewegungen 
der starren Körper damit sehr zielbewußt operieren konnte. 
Als Bestimmungsstücke des Vektors OA wählt er meistens 
die recht?mikligen Baumkoordinaten des Anfangspunktes 0, 
femer die Länge der Strecke OA und endlich die (bei Winkel 
(oc, ß, y), welche OA in seinem natürlichen Bichtungssinne 
mit den Achsen eines vollständig festgelegten rechtwinkligen 
Koordinatenkreuzes (Fig. 2) einschließt Da aber für diese 
Stellwinkel des Vektors zu den Achsen die Beziehung besteht: 

cos^Ä + coB^ß + cos*y = 1 , 

^) Man yen^leiche auch die Abhandlung Yon L. F. Meister 
„De genisi et af^otatiye nibus figurarum planarum^, Novi Com. 
Gotting. Bd. 1 (1770). 
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so legt er den Vektor OÄ doroh sechs voneinander unab- 
hängige Bestimmnngsstacke fest und rechnet damit nach den 
B^ln der Koordinatengeometrie. 

In der Kinematik sind solche Vektoren im weiteren 
Sinne znnachst gegeben als Geschwindigkeiten oder Be- 
8oUem.igai.gen eines Punkte«, denen d«, auch in jedem 
Falle sechs unabhängige Bestimmungsstncke zukommen, wenn 
man die Betrachtung nicht auf die Ebene beschrankt Clif- 
f ord (Elements of D^iamic, 1878/87) bezeichnet solche Größen 
zur Unterscheidung von den gleich zu besprechenden Vek- 
toren im engeren Sinne ab Rotoren. 




Fig. 2. 

Die Geometer des neunzehnten Jahrhunderts — vor 
allen Hamilton (1812—1865) und Graßmann (1809 
bis 1877) — haben die Eulersche Methode der Vektor- 
rechnung, welche ganz auf dem Boden der analytischen Koordi- 
natengeometrie stand und aus diesem Grunde auch keine be- 
sonderen mathematischen Algorithmen verlangte, prinzipiell 
verlassen und einen neuen Kalkül geschaffen, der das Ope- 
rieren mit Vektoren ganz außerordentlich vereinfacht und es 
möglich macht, mit gerichteten Strecken ebenso anschaulich 
zu rechnen, wie es der unmittelbaren Konstruktion im Baume 
entspricht Zu diesem Zwecke war aber eine — wenigstens 
vorläufige — Einschränkung des Vektorbegriffes notwendig. 
Man betrachtete nämlich zwei Vektoren OA, OA! schon dann 
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als einander völlig gleich, wenn sie bei gleicher Laufrichtung 
pitfallel und von gleicher absoluter Länge sind. Solche Vek- 
toren im engeren Sinne lassen also eine beliebige Pamllel- 
verschiebung (Translation) zu, ohne daß ihre GleicUieit (Äqui- 
valenz) au%ehoben wurde. Auf sie allein beziehen sich die 
üblichen Methoden der elementaren Vektorrechnung, welche 
wir im folgenden in den Grundzügen darstellen. 

6. Beiäehiiimg der Vektoren. Um eine gerichtete Strecke OÄ 
mit indifferentem Anfajigspunkt einschließlich ihrer ein- 
deutigen Richtung und Länge zu bezeichnen, wählen wir 
mit B^sal und Somoff, welche sich um die Darstellung 
der Kinematik so außerordentlich verdient gemacht haben, 
den kleinen lateinischen Buchstaben, welcher der Angabe des 
Endpunktes entspricht und versehen ihn mit einem über- 
gesetzten horizonüden Strich, um einer Verwechselung mit der 
absoluten Länge vorzubeugen. Wir schreiben also 

a (Ues a Vektor) = Vektor OÄ . 

Manche neuere Autoren wählen zur Auszeichnung der 
Vektorgrößen kleine gotische Buchstaben (n) und lassen 
dann den Strich fort. Dieser Gebrauch ist jedoch für das 
Schreiben unbequem und macht die Bezeichnung der Dimen- 
sionen (cf. Nr. 11), welche in der Mechanik dringend not- 
wendig ist, unmöglich. 

7. Geometrisehe Addition d«r Vektoren« Stevins Ent- 
deckung des Parallelogramms der Kräfte ist die Quelle für diese 
Operation. Sie stützt sich auf folgende allgemeine Definition: 

Umläuß man, von einem beliebigen Echpunkte aus- 
gehend, die aufeinanderfolgenden Seiten eines geschlossenen, 
von Vektoren gebildeten Baumpolygons derart, daß man 
oMe Vektoren, welche in der Bichtung ihres Pfeils durch- 
schritten werden, positiv und diejenigen von entgegen- 
stehendem Pfeil negativ rechnet, dann ist das BesuUat 
dieser Operation, insofern sie als geometrische Addition auf- 
gefaßt wird, gleich NuU, Man Ober zeugt sich durch die 
Anschauung leicht, daß bei dieser Operation beliebige Ver- 
tauschung und Zusammenfassung der Summanden statt- 
haß ist, 

Ln einfachsten Falle des Dreiecks (Fig. 3), welches wir 
uns aus den Vektoren OA = ä, OB = b, 00 = c durch 
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Parallelverschiebiing von OB nach AC entstanden denken^ 
ist also mit Beibehaltung des gewöhnlichen Additions- 
zeichen (+) für die geometrische Addition 

(1) ä + b + i-c) = 
und analog in Fig. 4: 

(2) ä + {^b) + {-c)^0. 

Die Operation +(-'^) betrachten wir als geometrische 

Subtraktion und schreiben die Gleichungen (1) und (2) in 

der Form: 

a + 6 — c = 0, 

ä — 6 -— c = . 




Pig.a 

Hieraus folgern wir: 

c=^ä + b und c^ä--b, 
woför man auch schreiben kann 




c^ a + b und c = a — 6 . 

Satz. Die geometrische Summe van Bwei gerichteten 
Sir ecken ist auch gegeben durch die van dem gemeinsamen 
Ar^angspunkte dieser Strecken ausgehende Diagonale des 
ParaUdogramms aus den beiden Summanden. 

Allgemein gilt die Regel: 

Um die geometrische Summe beliebig vieler Vektoren 
im Baume zu finden, trage man sie in belidnger Beihen- 
folge ahne Bichtungsänderungen je einen an den End- 
punkt des andern und schließe die so erhaltene Baum- 
figur zu einem Polygon. Die Schlußstrecke — in dem 
umgekehrten Sinne der Aneinanderr^hung genommen — 
ist die verlangte Summe. 
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Anmerkung. Ffir die Multiplikation einer Yektor- 
summe mit einer Zahl X gilt die B^l 

X{ä + b) = X»a + X'b . 

Selbstverständlich kann man auch durch fortgesetzte An- 
wendung derParaUelogrammkonstruktion zu demselben Resul- 
tat kommen^ doch ist dieser Weg weniger üblich als der erste* 

Aus der geometrischen Anschauung folgt, daß die Relation 

auch noch gültig bleibt, wenn die Reihenfolge der Summanden 
vertauscht wird. Der Wert der Summe 

a + b + c + ... +h 

ist also unabhängig von der Anordnung und Zusammenfassung 
der Glieder^ so daß, wie in der gewöhilichen Arithmetik, das 
kommutative und assoziative Gesetz gilt. Diese Operalions- 
gesetze bleiben auch für die Subtraktion bestehen. 

Beispiel für die geometrische Addition: In Fig, 2 ist 

% + ^"l"^ — ä = 0. 
Also _ _,-.,_ 

Satz. Bei der Eb(^dmatenauffassung ist der Vekiar 
eines beli^igen Baumpunktes cUe geometrische Summe 
seiner EoordincUen, wenn die letzteren ebenfalls als ge- 
richtete Strecken befrachtet werden. 

8. Der oilentierte Winkel als Vektor. In der Kinematik 
— namentlich, wenn es sich um räumliche Untersuchung 
von Drehungen handelt — genügt es nicht, nur das Ghrad- 
oder Bogenmaß zu beachten. Es ist vielmehr durchaus nötig, 
auch auf die Laufrichtung des Bogens zu achten, welche die 
Lage des Winkels bestimmt In Fig. 5 sei der Winkel zwischen 

den Vektoren ä und b in dem Sinne genommen, daß man 

von dem Schenkel a zu dem Schenkel b übergeht Wir 

schreiben 

<AOB = (a/6) 

und schlagen um den Scheitel den Bogen ED des Ein- 
heitskreises. Dieser Bogen ist das übliche analytische Maß 

des Winkels (ä/&). Nun denken wir uns die Spitze eines 
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Korkziehers mit Bechtsgewinde in so angesetzt (Fig. 6)^ 
daß sein Handgriff OH parallel zum Schenkel a steht und 

drehen nach h hin, indem wir den Winkel (ßfb) beschreiben. 
Das Gewinde wird hierbei ans einer feststehenden Umhüllung 
nach oben bewegt Diesen Vorstellungen entsprechend tragen 
wir auf der Normalen der Ebene OAB in die Strecke 

OC = arc(a/&) in einer wiUkfirlichen Längeneinheit auf und 
nennen den nach dieser B^l konstruierten Vektor c den 

Vektor des Winkels (ä/&). Würde man den Korkzieher von 





Fig. 6. 



Fig.«. 



unten mit seiner Spitze in angesetzt haben, so würde 

die Drehung von (äßi) wieder genau die vorher gewonnene 
Strecke OC ergebt haben. Die Korkzieherregel ist also 

runabhängig von der Seite der Ebene, auf welcher man 
oben definierte Vorzeichenoperation ausfuhrt Dagegen 
folgt aus derselben ohne weiteres, daß wir bei dieser vekto- 
ri^en Auffassung des Winkels 

(ä/6) = ~(6/a) 

setzen müssen. Wir lesen (ä/&): Winkel a Vektor gegen 
ft Vektor. 

Anmerkung. Für das numerische Rechnen beachte 
man die Beziehung 

Igarcd == lg*ö + 8,242 (-10) . 
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Fig. 7. 



0. Das im Baume orienfierte PaialMogiamm. Der Begriff 
der nacbengeschwindigkeit geht auf Kepler (1571—1630) 
zurück, welcher mit Hilfe derselben sein zweites Gesetz der 
Planetenbewegung ausgedrückt hat. Diese fundamentale Vor- 
stellung nötigt unS; in der Kinematik auch ebene Flachen- 
stücke (zunächst das Parallelo- 
gramm) durch einen Vektor zu 
bestimmen. 

Der Inhalt des durch die 

Vektoren ä und b bestimmten 
ParaUelogramms OÄ PB (Fig.7) 
ist gleich dem absoluten Werte 

vona&sin(ä/&). Wir wählen nun 
für die Flächeneinheit dieses 
Inhaltes eine beliebige Längen- 
einheit und tragen ebensovide 
solcher Längeneinheiten, als 
OäPB Flächeneinheiten ent- 
hält, auf der Senkrechten ab^ 
in welcher der Vektor des 
Winkels (ä/b) liegt Dies ergibt die Strecke OC als orien- 
tierenden und großenbestimmenden Vektor des Parallelo- 
gramms aus den Strecken a und &. In analoger Weise kann 

manjede ebene Fläche im Räume 
durch einen Vektor darstellen. 
Man beachte, daß der Vek- 
tor des Parallelogramms mit dem 

Winkel (6/5) entgegengesetzt 
gleich dem vorigen ist. Zur 
Orientierung eines Parallelo- 
gramms bedarf es also noch 
einer Festsetzung der Reihenfolge der dasselbe bestimmenden 
Vektoren, wie sie auch bei der Anschauung einer von einem 
Vektor überstrichenen Fläche naturgemäß gegeben ist. 

10. Die Projektion eines Vektors. Eine gerichtete gerade 
Linie (Achse) im Räume bezeichnet man am bequemsten 
durch einen Einheitsvektor, weil es hier auf die Länge nicht 
ankonimt Hiemach ist die Projektion c^ (Fig. 8) des Vek- 
tors ä auf die Achse rj bestimmt durch die Gleichung 

a'= aco8{ä/i]) 
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oder wenn man gelegentlich auch die Richtang der Projektion 
andeuten will: 

cl = aoos(äl^) • ^ . 

11. BeMlehnnng der geometriseben Dimensionen. Zahlen 
gibt man die nullte Dimension, Strecken die erste und Flachen- 
inhalten die zweite Dimension. Zur Unterscheidung derselben 
benutzen wir fortan beziehungsweise das kleine griediische; das 
kleine lateinische und das große lateinische Alphabet In der 
Ejnematik treten zu den rein geometrischen Größen noch die 
Zeit und die Masse. Den letzteren geben wir bei ihrer Ein- 
fOhrung die nullte Dimension , betrachten sie demnach als 
Großen, welche mit Zahlen gleichartig sind. Durch diese Fest- 
setzungen wird es möglich, alle Gleichungen der Mechanik 
in geometrischem Sinne homogen zu schreiben, was schon 
von Culmann (Graphische Statik, 1866) als außerordentlich 
wfinschenswert hingestellt wurde, wenn er auch an der wirk- 
lichen Ausf&hrbarkeit zweifelte. Einheitsvektoren betrachten 
wir gleichfalls als Zahlen, da sie durch Division eines ge- 
gebenen Vektors durch seinen absoluten Betrag entstehen. 
Wir schreiben also im folgenden: 

ä _ F _ 

je nachdem es sich um eine gerichtete Strecke (a) oder eine 

orientierte Fläche (J^) handelt. 

Die Wahl der Bezeichnung für Größen anderer Dimen- 
sionen wird an der Stelle ihrer Einfuhrung getroffen. 

12. Das Arbeibprodukt [inneres Produkt^)] zweier Vektoren. 

Projiziert man von zwei gegebenen Vektoren ä und b den 
ersten auf den zweiten, dann ist 

af=aoo8{alb) . 

Ebenso wird _ _ 

6' = 6cos(a/6), 

da der Kosinus gegen das Vorzeichen des Winkels unemp- 
findlich ist. Der gemeinschaftliche Wert der Produkte aV 

und haf, nämlich aboo&iäjb), spielt nun seit Galilei eine 

^) Biese jetzt sehr gebrftuohliohe Bezeichnung deckt sich nicht 
vollstftndig mit der Graßmannschen Au£fa88ung und Definition. 



14 



Einleitung. 



13. 




ganz fimdamentale Bolle in der Mechanik^ indem er die 
Arbeit der konstanten Kraft a darstellt (Fig. 9); welche ge- 
leistet wird, sobald ihr Angriffspunkt die Wegstrecke OB — b 
in Parallelbewegung dnromSnft Dies ist zwar eine dyna- 
misohe Yorstellungi aber f8r die Kinematik von gleudier 
Wichtigkeit wie für die Statik. 

Das Beohteck OBCA « ahoosifljh) ist ein Maß fOr die 

auf die beschriebene Weise 
geleistete Arbeit, welche 
durch die beiden vektoriellen 

Faktoren a (Ejraft) und h 
(Weg des Angriffspunktes) 
definiert ist Wir nennen 
es deshalb das ^Arbeits- 
produkt^ der Vektoren a 

und^. Zuweilen gebrauchen 
Fig.». wir auch die Bezeichnang 

»^inneres Produkt^. 

DeHnition. Unter dem JrbeitaprodUkt (inneren 
Produkt) Zfceier Vektoren versteht man das arithmetische 
Rrodukt ihrer Längen muUipUgiert in den Kasinms des 
Zwisdhemeinkds. 

Das Arbeitsprodukt ist eine ungerichtete Größe. Wir 

bezeichnen es durch das Symbol ab 
und sprechen a Vektor in b Vek- 
tor. Es ist 

ab = abooB{äß) ^bä . 
Femer ist 

in Übereinstimmung mit der ent- 
sprechenden arithmetischen B^eL 
Aufgabe 1. Man beweise die GtQtigkeit der durch die 

Gleichuni; _ ■=— - — _:r 

° a*b-\-c^ab + ac 

ausgedrfickten Bechnungsregel (distributives Gesetz). 

18. Anwendmig auf die ebene TkIgonomeMe. In dem 
Dreieck ABC (Fig. 10) ist 

c + 5 — ft«0 . 
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Hieraus bilden wir nun 

äa = (6--c)(6 — c) = 66 — 6c — c6 + cc, 

Cl* iL , -^ , 

a« = 6« -}- c* — 2oc • coBÄ . 

14. Anwendung auf die Koordinatangeometrie. Es seien 

zwei Vektoren a und b nach demselben rechtwinkligen Achsen- 
kreuz (1^ 2; 3). zerl^^ dann ist nach Nr. 7: 

ä^^a^ + ä^ -^a^ und & = &i + 6^ + ^ • 
Also wird ihr Arbeitsprodukt 



a&cos(a/6)=a6«(»i+a5+«8){^+6i+68)— «i&i+«2^+«8^i^ 
da o^^^ a^\ usw. verschwinden, indem der Kosinus des 
Zwischenwinkels Null wird. Für h = a erhalt man: 

öt' = «1 + öti + oj . 

Aufgäbe 2. Man entwickle die Formel für cos(a/&) unter 
Voraussetzung eines schiefwinkligen Achsenkreuzes. 

Aufgäbe 3. Zwei Vektoren ä und b smd durch ihre 
rechtwinkligen Komponenten (o^ *- 4, o^ — —2 , 03 = 3)> 
(&i=— 7, g^ = 9, 2^=s— 5) gegeben. Ihr Arbeitsprodukt 
soll numerisch berechnet werden. 

Aufgäbe 4. Wann stehen die Vektoren a und b auf- 
einander senkrecht? 

Aufgäbe 5. Warum «It die in Nr. 13 gegebene Ab- 
leitung des allgemeinen P^agoreiscfaen Lehrsatzes auch 
ohne weiteres für stumpfwinklige Dreiecke? 

16. Das Homen^nrodukt (äuBeie Produkt) iweler Vektonn. 
Der Begriff des Momentes einer Kraft wurde von Archi- 
inedes beim Hebelgesetz eingeführt Seine vollständige 
Definition verlangt die BerücJ^ichtigung des Bichtungs- 
sinnes der Hebdarme und der E^räfte. Wir wollen an- 
nehmen^ der geradlinige Hebel AB sei in dem Punkte C 
unterstützt In den Endpunkten A und B sollen senkrecht 
zu den Hebelarmen CA und CB die Kräfte jp und q wirken. 
Für das Gleichgewicht gilt dann die bekannte Beziehung 

ap^bq. 
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Wir wollen nun den Großen a^ i, p^ 9 die in der Figur 
angedeuteten Bichtuugen beilegen und die Rechtecke CäBO 
und CBEF nach Nr. 9 derartig durch ihre Vektoren orien- 
tieren, daß wir die Winkel (fljp) und ^fq) zugrunde legen. 

I)er erste Vektor ist in besug auf 
^ die Ebene der Figur von vom 
nach hinten gerichtet, der zweite 
umgekehrt Wir fassen dieselben 
^ als die — Größe und Riditung 
ausdröckenden — Momente 
der betreffenden Kräfte und 
ihrer Hebelarme auf und er- 
halten das elementare Hebel- 
gesetz in dem Satze ausgedruckt : 

Das Moment des ersten Hebdanns und der gugekSrigen 
Kraft ist im GleichgewicktsfaUe enigegengesebst gleich dem 
Moment des zweiten Hebelarms und der hier angreifenden 
Kraft. 
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In dieser vollständig definierten (d. h. vektoriellen) Form 
treten die Momente zuerst in den fast gleichzeitigen Arbeiten 
von D^Alembert und Euler über die Rotation des starren 
Körpers auf. In diesen kommt auch die kinematische Be- 
deutung des 'Momentbegriffes bereits zur vollen Geltung. 

Die Übertragung des Hebelgesetzes auf schräg wirkende 
Elrafte (Fig. 12) ändert an dem Ausdruck der Gleichgewichts- 
relation gar nichts. Denn die Hebelarme sind jetzt die Löte 
CH= ci und CJ= V auf die Kraftrichtungen und es wird 
im Gleichgewichtsfalle 
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Folglich müssen die Parallelogramme GBEF und CADO 
fiSchengleich sein. Orientieren wir wieder das erste nach 

dem Winkel (&/$) und das zweite nach dem Winkel {ä/p), 
so sind ihre Vektoren, wie im obigen speziellen Falle^ ent- 
gegengesetzt gleich. Die Summe der Momente ist also auch 
hier gleich Null. 

Man erkennt hieraus, daß die Orientierung des im be- 
stimmten Winkelsinne angefaßten Parallelogramms eine funda- 
mentale längst bekannte Begriffsbildung und Operation der 
Mechanik ist, deren einschneidende Bedeutung eigentlich 
schon Galilei erkannt hatte, ohne jedoch zu einer vott- 
standigen Formulierung zu gelangen. Erst Hamilton und 
Graßmann sind fast gleichzeitig zur algorithmischen Be- 
zeichnung dieser wichtigen Operation vorgegangen. Wir be- 
zeichnen den nach der Korkzieherregel konstruierten Vektor 

des Parallelogramms mit dem Winkel (aß) durch das Sym- 
bol ab und lesen „a über & Vektor'^ Es ist für uns der 

Ausdruck des „Momentproduktes^^ von ä gegen b. Graß- 
mann nennt diese Größe die Ergänzung des äußeren 

Produktes der Vektoren ä und b. 
Aus Nr. 9 folgt sofort 

ba = —ab . 

Das Momentpradukt folgt nur dem kammutaHven Qe- 
sete der gewöhtäichen AriOimetik, wenn man gleicheeüig 
mit der Vertauschung der beiden Faktoren das Variseichen 
des Ausdruckes umkehrt. 

Wir setzen nun 



0=a& 

und erhalten (Nr. 9) die absolute Große von C durch cEe 

Gleichung 

C^ab sih{a/b) . 

Hieraus folgt noch unmittelbar: 

Unter Beachtung dieser wesentliohen ESgenschaften den 
Momentproduktes gelten für die Operation in Verbindung 
mit der geometrischen Addition die gewöhnlichen Regeln der 

He an, Kinematik. 2 
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Arithmetik^ doch hat man bis anf weiteres (vgL Nr. 177) die 
Divisicm durch einen Vektor zu vermeiden. & ist nämlich: 



a(6 + c) = »6 + (^c y 



{a + b){c + d) =^ ac + ad + bc + hd 



a{a + b) = ab 



und 
wenn 



a{a'—b) = ba . 

äb = aß • mn 
ab = aß • wn, 



6 = j8 • n ist 

1& Die Komponenten des Momen^prodnUes in der Kooidl- 

natengeomeMe. Sind ä und b gegebene Strecken^ so wird 

ihr Momentprodukt selbstver- 
ständlich ein Vektor von der 
zweiten Dimension. Wirmfissen 
demnach schreiben: 

oft— Ö. 

Wenn wir eine beliebige Landen- 
einheit e ftr die AnfS^es 
Momentvektors im Smne von 
Nr. 9 wählen, dann wird 

= 6 • c 

Fig. 18. und c ist der lineare Repräsen- 

tant des Flächenvektors ab. 
In der Algebra der Vektoren setzt man meistens e = l und 
schreibt ohne Bücksicht auf die Homogenität 

ab==c , 

da man den ausgelassenen Faktor e jederzeit wieder an seine 
Stelle setzen kann (Fig. 13). 

Wir zerlegen nun die drei Vektoren a, &, c in Kompo- 
nenten nach demselben rechtwinkligen Achsenkreuz (1, 2, 3) 
und haben dementsprechend: 

ä^a^ + ä^ + ä^, b = bi+b^ + bs. 
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Folglich 



^1 + ^ + Cß = K + «I + a8)(*i + ^ + ^s) 



= dih + ^h + ^h 



+ (hh + ^^ + ^h 



Nun ist aber nach der Definition des Momentprodoktee 

da hier der Richtungsunterschied fehlt 
Mithin wird: 



Die Benatzung der Korkzieherregel ergibt, daß 

1. Og&s ^^ooA — 0563 gleichgerichtet sind mit c^ 

2. 0361 nnd —c^h gleichgerichtet sind mit c^ 
und 3. Oibi und — o^&i gleichgerichtet sind mit e^. 
Folglich wird , , 

c^ = 0361 — Ol ig 
c^ = Ol 6, — Oj 61 , 

denn zwei gleiche Vektoren haben in bezug auf dieselben 
Zerlegungsaohsen auch entsprechend gleiche Komponenten. 
Aus 

c^^t^ + 4 + 4 

schliefit man 

eine Formel; die man neben (vgl. Nr. 14) 



cos(a/&) » 



hftufig anzuwenden hat^ wenn die Komponenten g^ben sind. 

Aufgabe 6. Nach den Daten der Au^be 3 berechne 

man die Koordinaten f8r den Elndpunkt des Momentvektors 

SU den Vektoren ä und b. 
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V. 



Auf^ibe 7. Man berechne den Winkel {aß) ans der 
trigonometrischen Tangente. 

Aufgabe 8, e und tj sind zwei gegebene Eliimeitsvektoreii, 
welche der Bedingung e ^ «= genügen. Man zeige^ dafi 
jeder Pankt des Raumes durch einen Vektor von der Form 
x = a»e'{'b'ij + c*el^ daigestellt werden kann^ wo a, b, c 
ungerichtete Strecken mit Vorzeichen bedeuten. Welches 
sind die rechtwinkligen Koordinaten dieses Punktes (2), 
wenn e, rj und elj die positiven Sichtungen des Achsen- 
kreuzes anzeigen? 

17. Die Gleiehung des Kretaes (und der Ellipse) in der Eben«. 

In dem Kreis ziehen wir 
einen festen Radius 
OA = ä und errichten im 
Mittelpunkt Oeine Senk- 
rechte nach oben gleich 
dem Einheitsvektor^ 
Dann steht OB ^tja 
senkrecht auf ä. Der 
Vektor x sei vom Mittel- 
punkt nach dem 
laufenden Punkte X auf 
der Peripherie gezogen, 
so dajS X mit a den 
Winkel ^ einschließt 
Die gerichteten Projek- 
tionen von X auf die 
Dann wu^ 




Fig. 14 



Achsen a und 17a seien % und x^. 

X = Xi -\- X^ f 

worm ^ ^ = äcosd, ^2 = ^8ini? 

zu nehmen ist. Die Parameter(#)-Gleichung des Kreises 

wird also _ _ 

x^a * cobP -f i; a • sm^ , 

wo 17' = 1 ist Macht man dagegen die Annahme rj^:^!, 
so stellt dieselbe Gleichung eine Ellipse dar, wie man ohne 
weiteres erkennt 

Aufgabe 9, Mit Benutzung der hjperbolischen Funktionen 
Qoshd und sinh^ soll die Parametei-gleichung der Hyperbel 
aufgestellt werden, welche der obigen Kreisgleichung genau 
analog ist 
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18. Die VwtaiisdilUigstoniieL Wir betrachten den Aasdmok 

J = abc , 

welcher das Arbeitsprodakt aas einem einfachen Vektor ä 

nnd dem Momentprodukt bc darstellt. Setzt man zur Ab- 
kürzung 

6c = 2) 

und zeriegt alle Vektoren in Komponenten nach einem recht- 
winkligen Achsenkreuz (1, 2, 3), so wird zunächst 

A^OiD^ + a^D^ + a^Ds 
nnd durch weitere Ausfuhrung: 

Die Umordnung dieses Ausdruckes ergibt auch: 

J = 6i (c^ Og — c^ Og) + 6^ (Cg % — q Oj) + 6b (6i «5 — Cg Ol) 
nnd 

J = q (Oj ftg — «8 ^2 ) + ^ («8 &1 — «1 6») + ^ K 62 — «« 6i ) . 

Für den Ausdruck A gilt also die ^^Vertauschungs- 
formel": 

äbc = bcä=^cab , 

die sehr häufig Anwendung findet. 

Aufgabe 10. Man zeige aus einer Figur, daß A === abc 
den Rauminhalt eines Parallelepipeds mit den anstoßenden 

Kanten a^ b und c darstellt. Hieraus ergibt sich dann die 
Bichtigkeit der Vertauschui^formel unmittelbar^ soweit die 
absoluten Werte in Betracht kommen. Wie steht es mit 
dem Vorzeichen? 

19. Die EntwieUmigstoimeL Bezeichnen wir wieder mit e 
eine feste (aber beliebige) Längeneinheit und betrachten den 
Vektor x^ welcher durdi die Gleichung 

e2»^ = a(6c) 

bestimmt ist Aus der Definition des Momentproduktes folgt 
sofort, daß x sowohl auf ä als auch auf bc senkrecht steht: 
D = bc steht aber selbst senkrecht auf b und c. Folglich 
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19. 



maß X in einer Ebene liegen, die doroh die Vektoren b 

und c bestimmt ist Ein soloher 
Vektor hat immer die Form 

wo ß und y ZaU&ktoren be- 
deuten. Wir bestimmen y und ß 
direkt nach der wiedeiiiolt ange- 
wandten Komponentenmethode, 
indem wir 

setzen. Dann ist zunächst 
c^.a^i — OjDg — OgDa '^ (hd^c^ — ^^) — (h(Jk^ — h<^) 

sein muß, so schieben wir 




Da 



oder 



c« • a^i = (oj Cj + Og c^) . 61 — (a, ft, + Og 6^) . Ci 



Man erhalt also 



und analog 



das heißt 



e^' x^ = (äc) • 6^ — (ab) • c^ 



e^ • X = (jäc) • 6 — (ab) • c . 

Die abgeleitete Gleichung 

a{bc) = (ac) • b — (ä6) • c 

bezeichnen wir im folgenden ala ^^Entwicklungsf ormel^' 
des dreigliedrigen Vektorproduktes. 

Äufydbe 11. Man beweise die Richtigkeit der zyklisdien 
Relation 

a{bc) + b{ca) + c{ab) ^ 
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durch Anwendung der Entwicklungsformel und Ausf&hrung 
der geometriechen Addition. 

Anmerkung. Sowohl der YertauschungssatE als die 
Entwicklunggformel werden so häufig angewendet, daß es 
unnötig ist^ Her auf bestimmte Falle hinzuweisen. 

Aufgabe 12. Die Vektoren h und c seien g^eben durch 
ihre Komponenten 6^ = 5 , ftj = 2 , ig = —1,5 und c^ = 7 , 
c^ = 43 » 0^=*"^^ } ebenso der Vektor a durch o^ «» 2,1 » 
Og » 3 , 03 = 5,2. Es sollen die Winkel (ßfb) und (^/c) be- 
rechnet werden. Femer ist die Lange von x (also x selbst) 
für 6 = 6 zu bestimmen. 

Aufgabe 13. Man beweise mit Benutzung des Ver- 
tauschungs- und des Entwicklungssatzes die Bicdbti^eit der 
Formel 

ab • cd = {äc)Q>d) — (bc){äd) . 

Weiche Bedeutung hat diese Formel in der sphärischen 

Trigononetrie, wenn man speziell für ä, b, c, d Einheits- 
vektorei nimmt und das sphärische Viereck betrachtet^ das 
von ihien Endpunkten gebildet wird? (Satz von Gauß.) 

m. inwendnngen auf die Grandgebilde der Baum- 

geometrie* 

9. Die Gleiehung der Ebene. Zunächst nehmen wir an, 
die fibene (Fig. 16) gehe durch den Punkt (/ und enthalte 

die '\ektoren ffB = b und (/C = c . Den laufenden Punkt 
in drselben nennen wir X und setzen (yX = . Dann ist 

z = ß »b -{• y • c , 

wori ß und y mit X variabel sind. Der feste Bezugspunkt 
im taume sei und OO^ä. Aus depi Dreieck OXC/ 
folg x — z — a = 0^ d. h. 

Hietach wird die Gleichung der Ebene 

x^a-^ ß »b + y •c. 

Jedo definiten Wertepaar (/3, y) entspricht ein bestimmter 
Punl der Ebene. Wir haben also die sogenannte Parameter- 
darsillung der Ebene im Baume gewonnen. 
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Gebiiodilicher ist die Normalgleichang der Ebene, 
welche durch Betrachtung von Fig. 17 folgt Man fiOlt voa 
dem festen Bezugspunkte im Baume ein Lot ON«^ n auf 
die Ebene und sieht von N einen vorwärts gerichteten Yekt<nr 
nach dem laufenden Punkte X. Sein Vektor OX wird 
gleich X gesetzt. Nun steht jedenfalls NX = x~n senk- 
recht auf n. Folglich ist 

firr — n = 





Flg. 16. 



Fig. 17. 



die Gleichung der Ebene. Um die übliche Nomüfonn 
daraus zu gewimien^ führen wir die Multiplikation ati und 
erhalten ^ ' 

Jetzt führen wir einen Einheitsvektor v auf der Normalen 
durch die Beziehung n = n • v ein und erhalten ' 

vx==n oder ViX^ +v^X2 +VsX^ = f^ j 

also die bekannte Gleichung der analytischen Geomprie. 
Für uns ist jedoch die vektorielle Form vx ==n beqifmer 
und übersichtlicher. 

Aufgabe 14. Es sind drei Punkte ABC durch ihre 

Vektoren OA = cL , OB = 6 und OC=^c gegeben. J^an 
soll die vektorielle Gleichung der durchgehenden Ibene 
aufsteUen. Vgl. Kg. 18. 

Aufgäbe 15. Welches Gebilde stellt die Gesamtibe der 

Vektoren x(bc) öat, wenn x ein variabler Vektor ist? 
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Aufgäbe 16. Welche geometrische Bedeatung hat der 
Ansdnick vx^ — nf wenn der Endpunkt von x^ nicht in 
der £bene vx^n liegt? 

Äufgcibe 17. Eine Ebene ist durch ON^ n orientiert 
In derselben liegt der Punkt (7, so daß OC = c gesetzt ist 
Femer sei innerhalb der Ebene CÄ^ä gezogen. Welches 
ist die Parametergleichung des Kreises mit wm Badjns a 
um den Punkt C, wenn der Winkel ^ von dem Vektor GA 
aus gezahlt wird? 





Fig.ia 

21. Die Gleiehimg der Geraden im Ramn. Wir nehmen 
in der gegebenen Geraden einen festen Punkt A und einen 
laufenden Punkt X an (Fig. 19). Die Richtung der Geraden 
sei durch den Einbeitsveäor e festgelegt Da die Strecke 
AX = a; — a mit diesem Einheitsvektor keinen Bachtungs- 
nnterschied hat^ so ergibt sich sofort die Gleichung der 
Geraden in der Form 

6(iP — a) = . 

Anmerkung. In der Mechanik tritt die Gleichung der 
Geraden zuweilen in der Form 

(a) e{EX)^ee y -e« ^ 1 

auf. Li diesem Falle führe man einen ydi:tor h ein durch 
die Festsetzung: - ~ 

Jetzt wird _ _ — 

{ex) '1 — e^ • X = — €* • h , 

d.h. ,, ^, ^ ^ „ 

e^{x — Ä) =» (e ^ • 6 . ' 
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Miihin ist ^(x — Ä) = 

die Gleichung der Geraden in der gewöhnlichen Form. 

Man kann ans der vorgelegten Gleichung (a) auch un- 
mittelbar auf die Form 

schließen^ wo l eine Lange bedeutet. 
Nun ist 



d.L 



Mithin 



= €6 + 1 • e^ 
ee 



1 = 



€» 



e(ee) 



6» 



oder 

e(x-'h) = 0, 
wie vorher. 

Ffir eine Gerade^ welche durch zwei feste Punkte Ä 
und B geht, ist 



oder 



(6 — a)(a; — a) = 



(6 — a)x + ab^O . 

Anmerkung. Anstatt die Gerade 

e(x — a) = 

durch die Vektoren e und ä als bestimmt anzusehen^ kann 
man die Gleichung auch auf die Form bringen 

ex = Tä = c , wo ?c = 

ist, und die Vektoren e und c als ursprüngliche Bestimmungs- 
großen (Koordinaten im vektoriellen Sinne) betrachten. I>bu9 
ist von PlQcker (Neue Geometrie des Raumes^ gegründet 
auf die Betrachtung der geraden linie als Baumdement 
2 Bde. 1868/69) geschehen^ der auf diese Anschauung die 
analytische Liniengeometrie gerundet hat Es lumdelt 
sich hierbei zunSchst darum^ die Gerade aus den gegebenen 
Koordinatenvektoren ? und c im Baume zu konstruieren. 
Zu diesem Zwecke bilden wir aus der Gleichung Fx^c 
die folgende 

e{€x)mm€C odcr (ßx)»s — x = ec. 
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Denn man kann stets 1 als Einheitsvektor nehmen. Es 
irad also _ _ 

Nun wählen wir auf der Geraden einen bestimmten Punkt X^y 
welcher der Bedingung genügt: ex^ =0 und erhalten 

Xi s=B ce f d.h. iCi=c. 

Hiemach ergibt sich sofort die Konstruktion: 

Von dem festen Bezugspunkte (Fie. 20) aus ziehe 
man senkrecht zueinander cue gegebenen Vektoren d und e 
und errichte in zur Ebene dieser Vektoren eine Senk- 
rechte x^ von der Lange c entsprechend der Definition 
^ » ce . Eine Parallele durch 
den Endpunkt x^ dieser Strecke 
zu 6 ist die Gerade^ welche durch jr 

die Plücker sehen Koordinaten e 
und c eindeutig bestimmt ist 

DieParametereleichung 
der Greraden von der Richtung e 
durch den Punkt a ist cl 

wenn l die Entfernung des 
laufenden Punktes X von dem 
Punkte A bedeutet. 

In der Mechanik tritt die Gerade häufig^ als Träger 
eines Vektors auf in dem Sinne^ daß dieser Vektor in der 
Geraden liegt, aber ohne Einfluß auf seine Wirkung beliebig 
innerhalb derselben verschoben werden kann. Ist nun 




Fig.ao. 



e{x — a) = 

die Gleichung der Geraden^ in welcher der Vektor k liegt, 

so ist natürlich 

k(x — a) = • 

Wir werden im Laufe der Darstellung häufig derartigen^ in 
ihrer Wirkungslinie verschiebbaren Vektoren beg^nen^ welche 
man zum unterschied von den Vektoren im engeren Sinne, 
die ohne weiteres eine Parallelverschiebung gestatten, 
^Jinienfluchtige Vektoren'^ oder (in französischen Schriften) 
,,Segmente^^ genannt hat. Graßmann bezeichnet die linear 
gebundenen Vektoren als ,,Iinienteile^', eine Benennung, die 
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22. 



auch in der ^^nzjrklopadie der mkthemat. Wissenschaften^^ 
Bd. 4, I. Teil, Art 2 beibehalten ist 

22. Kfinesler Abstand mlsdien iwel Geraden. Wir denken 
uns die beiden Geraden in der Plückerschen Form gegeben: 



(1) 



fi'a? = c' und ^'x = d' 



und nennen (Fig. 21) die Elndpunkte der kürzesten Verbindungs- 
strecke, welche wir nach Größe und Richtung mit e beseichnen, 
X' und X''. Dann ist im Dreieck OX'X'' 



e = a/'— ixf und außerdem ^oi = c', sowie i'of'= (f. 
Jetrt bilden wir das innere Produkt: 



6 e^''^ af'- af fi'ß"= af' fi'c"- af ^^. 




Die Yertauschungsformel er- 
gibt also 

oder 

(2) 6-?7'=??+'^V. 

Mithin-ist 

7d^+7'd 



(3) e^ -L: -*^^% 

denn es hat e die Richtung 
von ^ ^\ Den absoluten Be- 
trag des Momentproduktes ^^' 
wollen wir durch das Zeichen 

^^' ausdrucken. Dann ent- 
steht für den kürzesten Abstand die bekannte Formel 



Fig.aL 



e 



7? 



Die Geraden d{x — a^ = und d\x — a") = schneiden 

sich al so, wenn die Bedingung e'e'V+€'Va'= oder 

af'— al • dd'^ erfüllt ist, was man natürlich auch ohne 

jede Redmung sehen kann. Die Große ed^* spielt in der 
Mechanik eine große Rolle, wenn es sich um Zusammen- 
setzung von G^chwindigkeiten oder von Kräften handelt 
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Aach in der Liniengeometrie (vgl. Nr. 21) ist sie von wesent- 
licher Bedeutung. Hier nennt man 



das ^^gegenseitige Moment^^ der beiden Geraden ^x^c, 

^^» &\ Nach dieser Benennung kann man also auch sagen: 
Zwei Gerade schneiden sich, wenn ihr gegenseitiges Moment 
verschwindet. 

28. Schnitt einer Ebene mit einer Geraden. Diese Ope- 
ration bildet die Grundlage der Projektionsmethoden, 
welche für die Bedürfnisse der Kinematik in etwas all- 
gemeinerer Weise aufgefaßt und dargestellt werden müssen, 
als es in den elementaren Lehrbüchern der darstellenden 
Geometrie geschieht. Hier nimmt man auf die vollständige 
Lagenbestimmung der Bildebene nicht in erster Linie Bück- 
sicht, betrachtet dieselbe vielmehr schlechthin als Zeichen- 
ebene. Bei der Anwendung der Projektionsmethoden in der 
Kinematik spielt die zeichnerische Konstruktion der perspek- 
tivischen Bilder eine ganz untergeordnete Rolle, während die 
definite Orientierung der Bildebenen und der Projektions- 
zentren im Räume zur Hauptsache ¥rird. Das Zeichnen wird 
durch die Photographie ersetzt und zwei vollständig orien- 
tierte photographische Aufrahmen gestatten im allgemeinen 
Falle die absolute Lagenbestimmung aller Punkte, welche 
in beiden als identische erkennbar sind. Dieses Verfahren 
hat man als ,^eßbildmethode'' oder „Photognunmetrie'^ be- 
zeichnet. Wir wollen hier nur die obengenannte geometrische 
Grundaufgabe lösen und das weitere im Anhang zu Band 2 
bringen. 

Als Gleichung der Ebene nehmen wir vx = n und als 
Gleichung der schneidenden Geraden Jx^c. Hieraus ist 
der Tektor desjenigen Punktes Z zu entwickeln, welcher 
beiden Grebilden gemeinsam ist. Zu diesem Zwecke bilden 
wir aus Tz = c das Moment mit v und erhalten 



v{€0)'==vc oder (?^ • ? — (yi) • i = vc . 

Wegen vz=^n wird also: 

n • c — v~e 

g = ::^^^ 

ve 
der Vektor des gesuchten Schnittpunktes. 
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Aufgabe 18. Man bestimme den Vektor des Schnitt- 

ponktes des Strahls (c — a){x — a) = , welcher durch die 
Punkte C (Zentrum) und Ä (Objektpunkt) geht^ mit der Bild- 
ebene vx — e = . 



TV. Elementarbegriife aus der Theorie der Bamnknryen« 



24. Sduaabenlinie auf dorn Krebsylind». Den Radius 
des Grundkreises des Zylinders bezeichnen wir mit a und 
nehmen in demselben einen festen Radius OÄ = ä an. In 




Fig.S2. 



die Achse des Zylinders legen wir den Eiinheitsvektor tj , so 

daB OB' » ^ wird. Für die Parametergleichung des Grund- 
kreises hat man dann nach Fig. 22 

Ist also h die Steigung der Schraubenlinie für einen vollen 
Umgang (2^), dann ist 

Vektor ZZ=^.« 
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und man eriialt ohne weiteres die Gleichung der Schraaben- 
lime in der Fonn: 

welche ein vortreffliches Beispiel fOr die nun folgenden ele- 
mentaren EntwicUm^en ans der Differentialgeometrie bildet, 
Anmerkung. Ln Anschloß an diese spezielle Banm- 
korve wollen wir £e allgemeine Gleichung in der I^arameterf orm 

ist^ schreiben und dafür zur Abkürzung 

setzen. 

2B. Jkt TangeDtenvektur. Indem wir von dem Punkte X 
m einem zweiten Punkte X^ (Fig. 23) einer g^benen Kurve 
fortgehen, nimmt ^ den Wert d^ an und es folgt aus 

x==J{&) und ^«7(*0 




ffir die Sehne XX' der Ausdruck 



af-^x^f(d^-^m. 
unbegrenzter 



af-^x^dx und entsprechend d^^^ + d^. Also 

dx =J{» + d&) -f{i») 

und hieraus _ 

dx _ dm _ ^ 
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unter Anweodiiiig der üblichen Bezeichnungen d^ Differential- 
rechnung. Der Vektor 

stellt also das Bogenelement im Punkte X nach Richtung 
und Oröfie dar. Die LSnge dieses Bogenelementes sei ds 
und definiert durch die Gleichung 

ds« ^dx • dx . 
Hieraus folgt, daß - ,_ 

dx 

ds 

ein Einheitsvektor ist, der die Richtung der Tangente 
im Punkte X ausdrückt 

Aufgabe 19. Der Tangentenvektor a soll für die Schrauben- 
linie allgemein gebildet werden. Hiemach sind (Fig. 22) die 
Gleichungen der Tangenten in den Punkten A^ B, C, Dy E 
aufzustellen und die kürzesten Abstände von je zwei auf- 
einanderfolgenden Tangenten für a = 200 m und % = 30 m 
zu berechnen. 

26. Normalvektor, Biegongsradius und IHaB der Biegung. 
Bei einer Baumkurve ist a eine von Punkt zu Punkt nadi 
Große und Richtung veränderliche Größe, so daß auch der 
Differentialquotient' dieses Vektors nach i9 in Betracht ge- 
zogen wird^ um für diese Änderung ein bestimmtes Maß zu 
gewinnen. Wir bilden deshalb 

da _ d^x 
ds ds^ 

oder indem wir beachten, daß ^ als unabhängige Veränder- 
liche gewählt ist 

dä_d«^ /rfgy dx d^8 /dsV 

Den absoluten Betrag von do bezeichnen wir mit dyff setzen 
also in der Schreibweise der Analysis ^.. 

I (2a I » dtp • 

Aus Fig. 24 erkennt man nun sofort die Bedeutung der 
Größe dtp. Sie ist unmittelbar der Kontingenzwinkel dx, 
also der Richtungsunterschied zwischen zwei aufeinander^ 
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folgenden Tangenten der gesehenen Banmknrve. Dasselbe 
Besultat erhalt man auch anroh analytische Betrachtang. 
Fassen wir nämlich den Kontingenzwinkd als Vektor da 
auf, so ist: 

da = (a + da) o = do • a , 

weil mn(da) =» da gesetzt werden kann. Nun steht da senk- 
recht auf a. Folglich, wie vorher, da '^ dtp. 
Der Einheitsvektor 

^ ^ da 

da 
steht auf der Tangente senkrecht, wie man auch ohne Be- 




Fig.ai. 



nutzung der raumlichen Anschauung erkennt. Denn aus Sa = 1 
folgt sofort er (2a » 0. Er liegt in der Schmiegungsebene, 
welche durch zwei benachbarte Tangenten der Baumkurve 
bestimmt ist und gibt die Bichtung der Hauptnormalen im 
Punkte X an. Wir bezeichnen v kurz als Normalvektor« 

Setzt man noch ds = rda j so erkennt man, daß r den 
Badius eines Elreises in der Schmi^ungsebene darsteUt, dessen 
Mittelpunkt in der Hauptnormale liegt Er charakterisiert 
die Biegung der Kurve und r wird deshalb auch Biegungs- 
radius genannt 

Jetzt hat man: 

da ds da 



V = 



ds da 



= r 



ds 



Heun, Kinematik. 
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oder bei Yerwendnng des allgemeinen Parameters #: 
-^ [d^ (dsy dx €Ps (dsy] 

— ist das 9,Maß der Biegung'^ der Bamnkurve, welches 

man auch kurzweg als Biegung bezeichnen kann. 

Aus dem voi^tehenden Ausdrucke für v folgt för recht- 
winklige Zerlegungen von x sofort die bekannte Formel zur 
Berechnung der Biegung, wenn wir d'& = ds wählen: ^ 

Hierin ist jetzt der Bogen s die unabhängig Veränderliche, 
also ds konstant. 

Anmerkung. Man hat stets streng zu unterscheiden 
zwischen \dx\ und d\x\. 

Aufgabe 20. Man bestimme den Biegungsradius för die 
Schraubenlinie und verwende zur numerischen Berechnung 
die Daten in Au&abe 19. 

27. BtaonnalMiniidiiDgsndiiis and HaB der Wbidiiiig. Da 
die Einheitsvektoren o und v aufeinander senkrecht stehen, 

so wird der Ausdruck: _ 

fl = av 

einen neuen Einheitsvektor darstellen, der gleichzeitig auf der 
Tangente und der Hauptnormale, d. h. auf der Schmiegungs- 
ebene senkrecht steht. Er bestinunt die Richtung der Bi- 
normalen der Baumkurve, ist also für ebene Kurven eine 
unveränderliche Große (d* h. mit Einschloß der Eichtang). 
Wir bilden jetzt die Derivierte*) 

dri dv , da dv 

ds ds ds ds 

und beachten die Gleichung 

^ ^ d7~^- 

Hieraus folgt, daß -^ sowohl auf ö als auch auf rf senk- 
recht steht, also in die Richtung der Hauptnormalen {^ föllt 

*) Für die Differentiation des Moment- oder Arbeitsproduktes 
gilt dieselbe Regel wie für ein Produkt aus gewöhnlichen Zahlen. 



27. IV. Elementarbegriffe aus der Theorie der Baumkurven. 36 
Setxt man demnach 

SO stehen die Oroßen t* und | d^ | « dy/ in der Beaiehong 

r'. dy/=d8y 
welche vollständig analog ist zu der froher erhaltenen 

rdyf ^ds . 

dy/ ist die Winkelahweichnng zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Binormalen« Sie definiert den Schmiegnngs- oder 
WindangswinkeL Die EKlfisgröße i^ laßt sich mcht als 
Badins eines Kreises auflEassen, der mit der Kmye in einer 
so anschaolichen Beziehung steht, wie der Biegungskreis. 
Dennoch bezeichnet man sie analog als Radius der Win- 
dung und faßt -T als Maß der Windung auf. 



wir m 



Um eine explizite Formel für -^ zu gewinnen, fuhren 

1^ T 



das heißt 





du _dv 
ds~° ds' 






dö 
"^'ds' 




<2F 
ds 


d*ö . dr 
ds* ' ds 


dö 
ds 


EonSc 


hst: 





dfi d^o , dr da 

ds ds^ ds ds 



oder 



und hieraus 



dn d^a , dr tj 

ds ds^ ds r 



^dfi . da d*a 
' =r r* • -T— • a — 



ds ds ds^ 

Dies ergibt unmittelbar die bekannte Formel 
(o\ 1 9 ää d^a 

^^^ ^""'Ts'''-d^* 
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wofür man auch schreiben kann 



{O} = — y2 • <j • . , 

r' "^ ds ds^ 

Hiermit ist das geometrische Werkzeuge welches in der 
Kinematik Verwendung findet, in den Gmndzfigen entwickelt 
Wir fügen noch die folgenden Au^ben zur Einübung hinzu. 

Aufgabe 21. Für welche Lmie ist r = oo? Man be- 
stimme die Gleichung derselben durch Integration der Diffe- 
rentialgleichungen 

f5L = o m.d 4^ = 0. 
ds^ ds^ 

Aufgäbe 22. Beweise ^ daß bei der Schraubenlinie die 
Windung konstant ist Berechne den Windungsradius f^ für 
die Daten in Au^be 19. 

Au fgabe 23. Zeige, daß alle Kurven, welche der Be- 
dingung 3 • -j— -r-Y = genügen, eben sind. 



L Abschnitt. 

Ejnematik des Punktes* 



A) Bewegnuig des Punktes in freier Bahn. 

88. Der Punkt ab Objekt der Bewegung« Wenn wir einen 
Stdn, ein Geschoß oder gar einen Planeten bei der Unter- 
snchung seioer Bewegung als Ponkt betracditen, so ist dies 
natOrlich eine weitgehende Abstraktion von der Wirklichkeit. 
Sie hat aber für die geschichtliche Entwicklung der Eine^ 
matik eine grofie Bedeutung gehabt, denn nur auf diesem 
W^e ist es möglich gewesen, die elementarsten Bew^unes- 
vorgange mathematisdi zu erfiusen und zunächst die metho- 
dischen Grundlagen für weitergehende Entwicklungen zu ge* 
winnen. Hujghens (1629 — 1695) war wohl der erste, welcher 
über die primitive Punktvorstellung prinzipiell hinausging, 
indem er nach dem Vorgänge von Descartes (1596 — 1650) 
die Auf&ssune des ein&chen oder mathematischen Pendels 
(schwerer Punkt am Ende eines massenlosen Fadens) verließ 
und eine systematisch vollständige Kinematik des physischen 
Pendels entwickelte. Galilei war über die elementarsten 
Bewegungserscheinungen des einfachen Punktes niemals hinaus- 
gekommen und Newton bliebi soweit die Einematik in Be- 
tracht kommt^ an der Reichen Einschränkung haften. 

Wie schon in der Einleitung (Nr. 3) erwäint, betrachten 
wir alle Begriffe^ welche in ih^er Definition mit der Vor- 
stellung des Punktes unzertrennlich verknüpft sind^ als 
Elementarbegriffe und gehen von hier aus stufenweise 
zu den höheren Systembegriffen über. 

29. Der Gesehwinffigkeitivektor eines Punktes. Wir nennen 
die Bahn eines Punktes eine freie^ wenn er nicht gezwungen 
ist, auf einer festen Kurve oder Fläche zu bleiben. In dieser 
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Lage ist der fallende Stein und der Planet bei seinem Um- 
laufe um die Sonne. Wir können uns jetzt den Punkt in 
zwei aufeinanderfolgenden Positionen seiner Bahn vorstellen 
und diese Ortsanderung zum Zeitverlauf in Beziehung setzen. 
Auf die praktische Messung der Zeitintervalle wollen 
wir uns an dieser Stelle nicht einlassen^ vielmehr voraus- 
setzen^ daß diese Frage irgendwie erledigt seL Als Einheit 
wählen wir, wie üblich, die Sekunde mitderer Stemzeit, und 
setzen fest, daß die Zählung der abgelaufenen Sekunden und 
Bruchteile derselben in dem Augenblicke b^imit, in dem 
^ = a ist Den Zeitverlauf selbst betrachten wir als eine 
Große der nullten Dimension (Zahl) und drücken dieselbe 
dementsprechend durch r aus. Jetzt ist 

™^ dx .^ df(x) 

dx dx 

der Vektor der Geschwindigkeit des in Bewming be- 
findlichen Punktes. Hat man also im besonderen Falle 

x^^g^x^ + c^x-^-äj 

wo gyCya konstante Vektoren sind, so wird der Vektor der 
Geschwindigkeit 

80 daß also c die Geschwindigkeit zur Zeit r = ausdrückt 
Der Zerlegung von v nach drei zueinander rechtwinkligen 
Achsen (1, 2, 3) entspricht die Gleichung 

V = % + V, + Vj , 

woraus man für das Quadrat der Intensität (i;) der Ge- 
schwindigkeit erhält 

v^ = vi + vi + vi, 

worin j j j 

ax^ ax^ dx^ 

""^^df' ""'^rfT' ""«^dT 

zu nehmen ist 

Schreiben wir die Bahngleichung in der Parameterform 

* d» dx' 
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Die neu eintretende Große -p- wird als Gesdiwindig- 

keit des Parameters oder gelegentlioh auch kurz als Para- 
meteigeschwindigkeit bezeichnet 
Aus der Identität 

^ __ dx ^ da dx 

dx "* dx ds 

folgt durch Einführung des Tangenten vektors (ö): 

- ds _ 
ax 

80. Das Momoit dsr Gesehwindigkitt (FttehengMehwindlg'* 
kett). Der lagebestimmende Vektor OX = x bildet mit t; 
ein Parallelogramm, welches durch 
das Momeniprodukt xv orientiert 
ist Man bezeichnet diese neue 
vektorieUe Große einfach als Mo- 
ment der Geschwindigkeit 
in bezug auf den festen Punkt 0. 
Nun ist aber 

X* dx 

XV ^ 



dx 




Fig. SB. 



und hierin bedeutet X'dx die 
Flache des Parallelogramms aus 
den Seiten x und dx (Fig. 25) als skalare Große, die Hälfte 
desselben also den Grenzwert des Sektors OXB. Das 
Moment xv stellt mithin das Doppelte der Sektorgeschwiadig- 
keit dar. Diese Auf&ssung der ^Bewegung eines Punktes mit 
Bücksicht auf die Flachen, welche der Radiusvektor OX 
überstreicht, geht auf die ersten Versuche zurück, welche man 
im Altertum gemacht hat, um die Bewegung der Planeten 
zu beschreiben. Man beschrankte sich aber so lange auf 
Kreisbahnen mit konstanter FUehengeschwindigkeit, bis 
Kepler endlich dies alte Vorurteil brach und zu dliptischen 
Bahnen überging, bei welchen er die konstante Flachen- 
geschwindigkeit bewahrt fand. 

Wir bezeichnen im folgenden die Grüße xv einfach als 
„Flächengeschwindigkeit'^ des Punktes X und können 
demnach den Satz aussprechen: 
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Die Flouihengeschwindigkeit eines Punktes in he0ug 
auf einen festen Anfangspunkt ist mit dem Moment 
seines Qeschwindigkeiäivdctors in heaug auf densMen 
Punkt idenOscJ^. 

Es ist kaum nötig zu bemerken, daß bei Voraussetzung 
einer doppelt gekrümmten Bahn (d. h. einer solchen mit 
Bi^ung und Windung) die Flache^ welche von dem Badius- 
vekbor OX beschrieben wird, als K^lmantel erscheint 

Für beide Fälle (Ebene und ]£iumkurve) wollen wir 
ein Beispiel durchfuhren, um die Bildung der Fladien- 
geschwindigkeit zu erlautem. 

Zunächst betrachten wir die Keplersche Planeten- 
bewegung. In Fig. 26 sei CA := a die halbe große Achse 
und CB=h die halbe kleine Achse der elliptischen Bahn, 

Im Brennpunkte stehe die 
js Sonne, so daß OX = x der 

Vektor des Planeten ist 
OP=^p sei der halbe Para- 
meter der Ellipse nach Oroße 
und Richtung. Die Ekzen- 
trizitat OC wird dargesteUt 

durch y«* — 6* und die 
numerische Exzentrizität 
durch den Ausdruck 




Fig. 98. 



e = 



a 



In dem Mittelpunkte* C errichten wir nun eine Senkrechte 
auf der Bahnebene und bezeichnen den entsprechenden Ein- 
heitsvektor mit f[. Dann ist 



X 



P 



sini^ 



1 + ccosd 



+ PV 



C0Sl9 



1 + « cosd 



die Oleichung der Bahn für den Parameter ^, welcher die 
wahre Anomalie (Polarwinkel) des Planeten darstellt 

Hieraus bilden wir jetzt durch Differentiation nach der 
Zeit T den Vektor der Geschwindigkeit 



V 



dx i 

rf7 = F-(i 



_ 6 + COStf 



+ 6C08d)* 



pri 



sini9 



\d» 

(1 + 6C081?)«/ rfr 
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und dann sofort 

(1 + € COB*)* dx ' 

Nun folgt aber, wenn wir die Lange von x mit r bezeidmeui 
aus der Parametergleichung der EUipse: 

P 



1 + £COSd* 

Damit wird _ ja 

wie man auch ohne jede Rechnung erkennt. 

Nach dem zweiten KeplerschEoi Gesetze ist F von der 
Zeit unabhängig. Da nun ^ nach der Annahme konstant 
ist^ so können wir dieses Gesetz auch in der folgenden Form 
aussprechen: 

Bei der Planetenbewegung ist das Moment der Qe- 
schieindigkeU nach Größe und Bickhung imveränderUch. 

Als zweites Beispiel wählen wir die gleichförmige Be« 
wegung auf der Schraubenlinie (Nr. 24). 



x = acostf + ijasin& + cT'^'V ' 
Wir erhalten zunächst durch Differenzieren nach der Zeit t: 

und durch Momentbildung 

= {a(ija)cos*i? + jr— -ö^-cost? 



XV 



— (ija)a8in*d + jr— (ija)ijsind 

£ 71 

— TT— 1? sint? • «a + H— ^00«* • i?(i7a) ?-?— . 
2;7r ' 2ji '^' '} dx 

Nun ist aber nach der Entwicklungsformel: 

a(i;a) = a'-i7 und ij(ija)=*— a. 

=ljr— (sind— *cos*)-ä— ;r-(co8*+*cos*)-^+a*'^}-=- . 
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In dieser Form ist auch zugleich die Komponentenserlegung 
von F nach einem Achsenkreuz (l, 2, 3) ausgedrückt, wenn 
die entsprechenden Sichtungen durch ä, tfä und ^ g^eben 
sind. Es wird also 

j;= *-(8in* ^dco8d)a^, 



J, = — 5— (costi> + ti>co8*)a-7-, 

Wir haben nun auszudrucken^ daß v längs der ganzen Bahn 
unveränderlich, d« h. gleich einer Konstanten e ist. Zu diesem 
Zwecke bilden wir 



t;a = 



v-mi^)' 



und erhalten 



Folglich wird 



=«]M5J- 






^1 = 



^,= 



Äc sint? — #eosi? 

"FS* 

ÄC COS1? + I^COS^ 



2^1 



f^^' 



Ff = ac 



1 



}/' + (äi^y 



Ist nun, wie es bei GteiKUkurven im Eisenbahnbau vorkommt, 
h g^en 2 na sehr klein, so kann man in erster Annäherung 
setzen r 

2?;= ^(sin#-dcosd), 

J", = ac . 
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81. Winkrigfisehwiiidigintt des Badtaisvekton bei der Kreis- 
beivegimg. Aus der Erei^Ieiohnng (Nr. 17) 

x^ä cost? + ^ sin* 
folgt 



V = 



dx 
d7 



und hieraus 



[— a sint? + «y a cos*] 



d» 



d^ 
dt 



F ^xv^ x(ij x) 



dx 



Denn den Ausdruck fOr den Gesohwindi^eitsvektor kann 
man in die fibersichiliche Form bringen: 

. — d» 



V = 1JX 



dx 



Die Anwendung der Ent- 
wicklungsformel auf F gibt: 

Jb = a^ — _ • M . 

dx ' 

Wir betrachten jetct den Vek- 
tor nullter Dimension (Fig. 27) : 



(O = 



dx 



'V 



dx ' 




Fig. 27. 



welcher auf der Kreisfläche 

senkrecht steht. Fr stellt die Winkelgeschwindigkeit 
des Radiusvektors nach Große und Richtung dar. Sein Zu- 
sammenhang mit der Flachengeschwindigkeit ist bestimmt 
durch die Gleichung 

Diese Definition läßt sich auf beliebige Bahnen übertragen, 
indem man den unveränderlichen Radius a durch die Länge r 
des Radiusvektors ersetzt Dann entsteht die allgemmne 
Gleichimg _ 

F=r^'W, 

worin cö auch der Richtung nach veränderlich sein kann. 

82. Hannonisehe Bewegung. In Fig.28 bezeidmet J.£^0 
eiue Horizontalebene, welche zur Ebene der Zeichnung senk- 
recht steht. Der Einheitsvektor ^ steht auf ihr im Punkte 
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senkreoht COD ist eine anter dem Winkel / gegen AOB 
geneigte Ebene mit der Normalen 7, welche glei^faUs auf 
der ^ichenebene senkrecht steht Beide Ebenen schneiden 
sich in der Linie OE^ auf welcher der Einheitsvektor i 
ani^tn^en ist Wir beschreiben jetzt in der Ebene COD 
einen &eis mit dem Badias a = 1 um als Mittelpunkt 
und projizieren denselben orthogonal auf die Horizontal- 
ebene AOB. Seine Gleichungen: 

ß"== ?oosii^ 4" v£» Sinti? , 




Fig. 28. 

so daß der Winkel ^ von dem festen Schenkel OE aus 
gerechnet ist Nun ist 

^y=8iny-€ und '^v = cosy. 
ffieraus folgt 



also 

Jetzt bilde man 



ij(ij v) = siny • ^ = cosy • 17 — v , 
V = cosy • ff •— siny • rfi . 



VC = cosy -ijc + ßiny «ij 

und setzt diesen Ausdruck in die Gleichung für q ein. 
Dann ergibt sich 

^= £COSi9 + ^*cosysin^ + ^*sinysin^ . 

In der Achse OB liegt also die Komponente 

cosysinii?-^ 

und in der Achse OEi cosi9-e. 
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Wir setsen jetzt a? » ä und erhalten nach Fig. 29 für 
die Horizontalprojektion des Badiusvektors des sohiefli^enden 
Kreises den Ausdruck 

^ a a costi? + W^ • ^^y ^^ • 

Dies ist nach Nr. 17 die Gleichung einer Ellipse, 
wie auch ohne analytische Betrachtung aus den Elementen 
der Geometrie bekannt ist. 

Durch Differenzierung nach der Zeit r erhalt man die 
Geschwindigkeit des projizierten Kreispunktes in der Form 

^ = [— -äsintf + l7acos/cos^]--T-. 

Wir setzen nun die Winkelgeschwindigkeit bei der 
Kreisbew^ung konstant, nllm- 

lich ^==ö>, dann wird jl «-^/-^yr >,ff 

i? = a)T + t> wo t eine Inte- ly^^v / 

grationskonstante bedeutet Sie g/ ^^^ / 

wird zu Noll, wenn für r = / >v L 

auch d = ist, was wir zu- jL -^-^^nr 

nSohst annehmen wollen. Für / 

die Bahn und die Geschwindig- Fig.». 

keit der Horizontalprojektion 

eines in dem schragliegenden Kreise gleichmäßig umlaufenden 

Punktes gelten denmach die Gleichungen: 

X = ä*cosQ}x + ^•cos^sincoT 

i;s=[— asina>r + V^ • <50sy cosco r] • a> . 

Eine derartige Bewegung nennt man eine einfach 
harmonische, weil sie geeignet ist, fundamentale Er- 
scheinungen in der Akustik und Optik auf elementare Art 
mathematisch zu beschreiben. Wir wollen diesen Sprach- 
gebrauch in der folgenden Definition fixieren: 

Bewegt sich ein Punkt gleidmäßig auf dem Umfang 
eines Kreises, dessen Ebene schräg Uegt, so ist die Be- 
icegtmg seiner Borufantai^ofdBHan eine einfach har- 
monische. 

Wir betrachten jetzt noch den ausgezeichneten Fall, in dem 
die Kreisebene anf der Projektionsebene senkrecht steht 
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Dann ist y » 90^ also 

x^^ acosa)r 
oder allgemeiner 

a? = aco8(ö)T + f), 

wenn wir die oben eingeführte Iht^rationskonstante nicht 
gleich Null setzen. Hier kann die vektorielle Bezeichnung 
wegbleiben^ da die Bewegung in einer Geraden von be- 
kannter Lage erfolgt 

Da der Kosinus nie größer als Eins werden kann, so 
schwingt der Punkt um die Nulllage mit dem größten 
Ausschlag (Elongation) a vorwärts und rückwärts. Er geht 
durch die NuUlage, wenn cos(o>t + C) = wird^ also 

CDT + C = 9 ist. Hieraus ergibt sich die zugehörige Zeit 

T* = 



CO 

71 

und umgekehrt f = — — g> t* . Jetzt ist f begrifflich be- 

stimmt und man erhalt 

ic«=acos(a)T — a)T* + 

oder . / * 

X = asma)(T* — t) . 

Zum Schluß wollen wir noch den Zeitverlauf t^o einer 
vollständigen Schwingung (Periode) angeben. Sie ist ohne 
weiteres aus a> bekannt Denn der Originalpunkt im Ein- 
heitskreis legt in der Zeiteinheit den Weg a zurück, braucht 

also zu einem vollen Umlauf die Zeit — • Folglich ist die 

Periode ^ 

27r 



^00 ■" 



a> 



Aufgoibe 24. Man berechne die Winkelgeschwindigkeit 
des Radiusvektors bei der Bew^ung auf einer Schrauben- 
linie nach den Angaben der Aufgabe 18| wenn c = 15 
(Meter/Sek.) ist, für d-O«, *==450 und d = 90o. 

Aufgabe 25. Eäne Bewegung erfolgt in gerader Linie 
nach dem Gesetz x^heo^<ox-\' cwi(ox. Man zeige^ daß 
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dieselbe ein&oh hamomach ist und bestimme die Epoche x* 
durch die Konstanten b und c. 

Aufgabe 26. Für welche Werte der Anomalie ^ er- 
reicht die Flaidiengeschwindi^eit bei der Planetenbew^ung 
(Nr. 30) ihren gröfiten und kleinsten Wert? An welchen 

Stellen der Bahn wird der Mittelwert v*^ — lvd^ der 
Geschwindigkeit erlangt? ^^J 

88, Die Oesehwindlgkeltskiirve (Hodogn^h). Hamilton 
hat den Verlauf des Geschwindigkeitsvektors in der Weise 
betrachtet^ daß er sich denselben nicht von dem beweglichen 
Punkte ausgehend denkt, sondern seinen Anfangspunkt 
immer in den festen Bezugspunkt versetzt. Dann be- 
sdireibt der Endpunkt dieses Vektors im allgemeinen eine 
Baumkurve, weldie den Verlauf der Gksohwindigkeit geo- 
metrisch darstellt. Wir wollen uns die Gleichung der Bahn 
wieder in der Parameterform 

X - m 

g^eben vorstellen. Dann ist 

-dm d» 
d& dx ' 

HA 

Die Parametei^eschwindigkeit --=- soll nun durch eine be- 
stimmte analytische Beziehung 

mit dem Panoneter verknüpft sein. Dann ist v vollstindig 
bestimmt, nSmUoh _ 

Dies ist die Gleichung der Geschwindigkeitskurve, 
wdohe in besonderen Fällen eine einfache geometrische 
Deutung zulaßt, wie man aus den folgenden Beispielen ersieht. 
J^fgoibe j37. Man bestimme die Greschwindigkeitskurve 
für die elliptisdie Planetenbewegung und zeichne sie zu- 
sammen mit der Bahnkurve, um einen klaren Überblick 
fiber den Verlauf der Geschwindigkeit zu gewinnen. Die 
Mafie können hierbei beliebig angenommen werden. 
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Aufgäbe 28. Ebenso berechne man für die elliptisohe 
harmonische Bew^ung, welche man auch in der Form 
x^a<iO&'& + tjasm^(^=:^mx, tj^l) darstellen kann^ die Ge- 
schwindigkeitskorve und diskutiere ihre Beziehung zur Bahn. 
84. Der Besdüeuiifgiiiigsvektor eines Pankta. Wahrend 
der Begriff der Geschwindigkeit im Altertum vollständig 
bd^annt war, ist die Erkenntnis der fundamentalen Be- 
deutung des daraus abgeleiteten Begrifis der Beschleunigung 

eine EiTrungenschaft des 17 Jahr- 
hundert oie trat erst ans Licht 
durch Galileis Entdeckung 
der Fall- und Wurfgesetze. 
Hier mußte man mit einer 
mathematisch geklarten Vor- 
/ y^^ty ^s^ N^ Stellung der Beschleunigung 

Y' \y^^^ /Jl^^^^ -V operieren. Die Schranken für 

Keplers Bestrebungen, die 
Planetenbewegung vollständig 
kioematisch zu erklären, waren 
&8t allein durch den Umstand 
bestinmit, daß er nicht auf den 
Gedanken kam, folgerichtig fiber 
den Begriff der Geschwindig- 
keit und ihres Momentes hinaus- 
zugehen. Dies gelang Galilei 
freilich auch nur in einem weit einfacheren Falle^ so daß es 
Newton vorbehalten bliebe das Beschleunigungsgesetz bei der 
Planetenbew^ung aufzustellen, aber nichtsdestoweniger wurde 
doch Galilei durch die prinzipielle Einführung des Beschleuni- 
gungsb^riffes und die Entdeckung eines einfachen Beschleu- 
nigungsgesetzes für die Fallbewegung derBegründer einer 
exakten mechanistischen Naturauf&ssung, die allen nachfol- 
genden Jahrhunderten immer neue Au%aben in der gleichen 
Zielrichtung stellte. So gestaltete sich die moderne Mechanik zu 
einer weit ausgedehnten und vielseitig durchgearbeiteten Theorie 
der Beschleunigung und damit zur sicheren Grundlage der Ph3mik 
und der physikalischen Chemie in ihrer heutigen Ausgestaltung. 
Die Elementarbeschleunigung W ist definiert durch die 

Gleichung 

_ dv cPx 




Fig. 80. 
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In Fig. 30 stellt XV die Gresohwindigkeit v zur Zeit r 
nnd X^F'es v + dv zur Zeit x + dx dax, wenn man von der 
ffir das Auge notwendigen Auseinanderzermng absieht. Es 
wird also WV'^ dv und wir können unserer Definition jetzt 
den Ausdruck geben: 

Der Vektor der Beschleunigung ist die auf die ZeU- 
einheU beeogene Änderung des Q-eschwindigkeitsvektars. 

Hat man also^ wie bei der Galileischen Fallbewegung: 

v=^gT + c^ 

so wird _ 

w^g, 

also konstant 

85. Der BeseUemiigangsvektor bei bekamiter Bahn. Wir 
denken uns die Bahn in der Parameterform 

gegeben. Dann wird 

_ dx dl» 

rf# dx 
und 

dv ,. d^x (d»y dx d^» 

d^ 
Es tritt also jetzt außer -=— (Parametergeschwindigkeit) 

noch die Große -^-^ in den Ausdruck von w eÜL Man 

nennt diese zweite Derivierte des Parameters '& nach der 
Zdt die „Parameterbeschleunigung''. 

Wir wollen nun diese Betrachtung zunächst auf die 
Kreisbew^ung anwenden. Hier ist (Nr. 31): 

V = f— asind + wäcos^l-^— , 
, ■■ dx 

also 

(1) w«— [acosd+^sin#](-^j + [— äsini? + ^cosi?]-^-j-. 

Die Parametergeschwindigkeit ist jetzt zur Winkelgeschwindig- 
keit des Radiusvektors und die Parameterbeschleunigung zur ent- 
sprechenden Winkelbeschleunigung geworden. Daher der Satz: 

Heuiii Kinematik. 4 
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Man kennt den Vektor der Beschleumgung bei der 
Ereisbewegung, wenn sowohl die Wifikelgeschtvindigkeit, 
als auch die Winkelbeschleunigung des Badiusvektors ge- 
geben ist 

Ans der Formel für w folgen sofort die Ausdrücke für 
die Komponenten (%, w^) in bezug aiif die Achsen ä 
und ffä, nämlich 

(2) 



(3) 



to, = —a sind I-t— 1 — oosd 



dt». * 



In der Gleiohang fOr v setzen mr jetet nach Nr. 31: 

d^ _ _ 

Dann erhalt v die übersicht- 
liche Form: 

(4) V = Wx 

und hieraus entsteht durch 
^ Differenzierung nach der Zeit 

(5) w =^öl}V + <bx, 

wenn wir zur Abkürzung die 
Newtonsche Bezeichnung 
anwenden 

- dö} 




Fig. 81. 

Die Einsetzung von v ergibt noch 



G> = 



dr 



(6) W = Q}{o}x) + (bx 

oder nach der Entwicklungsformel das explizite Besultat: 

(7) w = ■—(o^'X + (bx . 
Schreibt man die letzte Gleichung: 

w = — Q}^ •x + w* rfx , 

so erkennt man noch deutlicher die Richtungen der Kom- 
pcmenten. Der Betrag —a)^*x, welchen man auch als 



36* A) Bewegung des Punktes in freier Bahn. 51 

Zentripetalbeschleunigong bezeichnete ist nach dem Mittel- 
pnnkt des Kreises (E^. 31) gerichtet, der zweite Teil a> • ^ 
hat die Kichtung der Tangente in der ümlanfsrichtang, wie 
man nach der Korkziehenn^el sofort erkennt. "^ steht^ wie 
vorausgesetzt^ auf der Kreisebene senkrecht nach oben. 
Wir können also jetzt den Satz aussprechen^ welchen wir 
Huyghens verdanken: 

Bewegt sich ein ^nkt auf einer Kreisperipherie, 
80 kann man den Vektor der ganeen BesdUeunigung 
fu/r jede Lage des Punktes m ewd Ean^ponenten ger- 
legen, von denen die eine nach dem MUtdpunkt des 
Kreises gerichtete dem Quadrat der Winkägeschunndig- 
keit muUipliziert mit dem Badius gleich ist, während 
die andere m die Biehkmg der Tangente faOi und als 
Intensität das Produkt aus Wnikdbesddeunigung und 
Badius besitgt. 

E^ liegt also hier eine S^erlegung des Beschlennigungs- 
vektors nach der Normalen und nach der Tangente der 
Bahn vor. Jetzt werden wir zeigen ^ wie sich mese Zer- 
legung allgemein gestaltet 

86. ZCTlegqpg JM BeseMeunlgungsvekto« nach d«r Tangmte 
und dtr Noimatai der Bahn. Diese fundamentale Zerlegung 
der Beschleunigung im allgemeinen Falle, welche wir gleich- 
fidls Huyghens verdanken, war für die Elntwicklung der 
elementaren Kinematik im 17. Jahrhundert selbstverständlich 
von der ^ßten Bedeutung. Sie gab namentlich Newton 
die Handnabe, um die Besdileunigung der Planetenbewegung 
auf Grund der Keplerschen Gesetze zu bestimmen. "Wir 
nehmen als Ausgangspunkt die identische Gleichung 

wo a den Einheitsvektor auf der Tangente bedeutet. 
Hieraus bilden wir 

__ dt? _ . da 
w^ — — .a + r--^— 
dx dt 

^^ - dt? « . , da 

Nun ist nach Nr. 26: 

da 1 . 

ds r 
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Wir haben also die verlangte Zerlegung in der Form: 

__ dv v^ 

dz r 

oder in Worten: 

Zerlegt man den Vektor der Beschleumgung nach der 
Tangente und nach der Hauptnormale der Bahn, so ist 
die erste Komponente die Änderung der Intensität des 

Qeschwmdigkeitsveklors heeogen auf die Zeiteinheit y^j y 

die 0weite das VerhäUms des Quadrats der Oeschumdig- 

heit m dem Biegungsradius der Bahn (— j . 

87» BeseUeoiiigimg bei der taamioiiiseheii Bewagimg. Ffir 
die elliptisohe harmonische Bewegung ist (Nr. 32): 

x = äcosi9 + ^sin#, 

wo 

tj = cosy 

zu setzen ist. Mithin wird 

V = (— asinil> + iTÄCOsd)-^— . 



Nun ist aber 
also 



d» 



= Ö) 



dx 
Dementsprechend wird 

V = (— asin# + ^ cosi9) • co . 

Folglich wegen der Unveränderlichkeit von m: 

t^ » — (ä cosd + ^ sü^^) * ^^ 
oder ^ , _ 

Bei der eCUpHschen harmonischen Bewegung ist die 
Beschleunigung beständig gegen den Mittelpunkt der BahfiH 
gerichtet und dem Quadrat der Winkelgeschumdigkeit 
des Badiusvektors in der Kreisbahn prcportiondl. 

Anmerkung. Man beachte, daß hier w nicht in die 
Normale der Bahn i^t. 
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88. Dio Bosebtoimigiiiig M dtr dUpttidiMi Planatni- 

bowQguug. Ak Ausgangspunkt ffir diese Betrachtung nehmen 

wir den Ausdruck von v in Nr. 30 und schreiben denselben 

in der Form 

f.« _ ^^ 

r = -^[p(«+ cos*) — pi;8in#]. -^ . 

Nach dem zweiten Keplerschen Gesetz ist; 

wo D eine FlXchenkonstante bedeutet Jetzt wird 

t? = — r-|jp(f + cosd)— p^siu*] . 
P 

Dieser Ausdruck ]äBt sich bequem nach der Zeit diffarentiieren* 
Man erfailt: 

w= — — [^-siQd+^.cos^l-j^ 

oder 

^ = —^i^iP^^^ + PV '<^^^) ' 
Nun ist aber nach Nr. 30 

(1 + £C08tf)-^«^8intf + ^oosi? 

die Parametergleichung der elliptischen Bahn. Folglich wird 

oder T^t ^ - 

p r^ r 
Hierin ist — ein Elinheitsyektor in der Richtung des Badius- 
vektors OX (Flg. 26). FolgUch wird 

D« 1 
p r' 

Dieses ffir die astronomische Mechanik fundamentale Besnltat 
lautet also: - 
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Bei der elliptischen Planetenbewegung, sotoeü sie durch 
die beiden ersten Kepler sehen Gesetze*) bestimmt ist, 
faUt der Beschleunigung^üeJctar immer in die Bichtung 
des Badiusoektors imd gidt nach der Sonne (Brennpmkt). 
Die Intensität der Beschleunigung ist dem Quadrat des 
Äbstandes des Planeten van der Sonne umgekehrt pro- 
portionai. (Newton.) 

In dieser Form des Newtonschen Gresetzes ist selbst- 
verständlich nur die kinematische Auffassmig enthalten. Als 
Kraftgesetz werden wir dasselbe in der Dynamik betrachten. 

Aufgabe 29. Man betrachte die Planetenbahnen als 
Kreise mit der Sonne im Mittelpunkt und setze die Gültige 
keit der drei Keplerschen Gesetze voraus. Unter diesen 
Annahmen soll der Ausdruck für den Beschleunigungsvektor 
gefunden werden. Man zeige insbesondere aus dem dritten 

Keplerschen Gesetze^ daß der Faktor — für alle Planeten 
denselben Wert hat. ^ 

Aufgabe 80. Welches ist die Beschleunigung der durch 
die Gleichung a: = a • e"*** cos(€o t + e) definierten geradlinigen 
Bewegung? Man drucke w unter Elimination von a und t 
durch X und x aus. Hier bedeutet e die Basis der natürlichen 
Logarithmen und x eine positive Zahlenkonstante. Diese Be- 
weccunfi^ ist realisiert durch ein einfaches Pendel« welches einen 
Luftw^erstand proportional der Geschwindigkeit erfahrt 

89. Das Moment des Beschleunlgnngsvektors, Fläehen- 
besebleunigiuig. Nach den langen Ausführungen über das 
Moment der Geschwindigkeit in Nr. 30 können wir uns hier bei 
dem analogen Begriff für die Beschleunigung kurz fassen. Aus 

F=öcv 

folgt unmittelbar durch Differenzierung nach der Zeit 

7, dF 

Cr = -3— =XW . 

ax 

Dies ist der analytische Ausdruck für das Moment der 
Beschleunigung. Auch hier ist die Deutung dieses 

^ Erstes Gesetz: Die Planeten bewegen sich in Ellipsen 
um die Sonne als Brennpunkt. Zweites Gesetz: Die Fl&onen- 
geschwindigkeit ist konstant. Drittes G^etz: Für zwei Planeten 
Verhalten sich die Quadrate der Umlaufszeiten wie die dritten 
Potenzen der mittleren Entfernungen (halbe große Bahnaohsen). 
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MomeDtes als Flachenbeschleanigung so naheliegend 
und einfach^ daß wir dieselbe dem Leser überlassen und 
sogleich zu einigen ÜbungsbeiBpielen übergehen. 

Aufgabe 31. Ein Bad von 2 m Durchmesser mache 
200 Touren in der Minute. Wie groß ist die Flachen- 
geschwindigkeit und Flachenbeschleunigung (in m/sek) eines 
Punktes seines Umfanges in bezug auf einen exzentrischen 
Punkt in seiner EbenCi der vom Mittelpunkt C des Bades 
die Entfemimg 6 <» 0,1 m hat? 

Äufgcibe 32. Die maximale Fördeigeschwindigkeit in 
einem Schacht sei 8 m/sek, die Beschleunigung eines Peri- 
pheriepunktes der Fordertrommel beim Anlauf konstant und 
gleich 0,4 m/sek. Die Bremsung beim Auslauf der Fahrt 
sei ebenfalls konstant und der n^ativen Beschleunigung des 
Forderkorbes vom Betrage 0,6 o^sek entsprechend. Wann 
wird die ang^ebene maximale Fördeigeschwmdigkeit erreicht? 
Wann muß die Bremsung b^innen, wenn die Tiefe des Schachtes 
550 m betragt? Wie eroß ist die ^nze Fahrzeit? Wie groß 
ist die maximale WiiAelgeschwinmgkeit der Fordertrommd 
(ohne Bücksicht auf das Vorzeichen)? Welches sind die Flachen- 
beschleunigungen eines Peripheriepunktes der Trommel in der 
Anlauf- und Auslaufperiode, wenn mr Durchmesser 6m betragt? 

40. Dio Winkelabweiehnng xwiseh«n den Vektoran dar Ge- 
sdiwlndlgfeeit mid der BeseUeimlgmig. Man findet dieselbe 
sehr ein&ch aus der Huyghenschen Gleichung 

_ dv _ , v^ ^ 

«T r 

Hieraus folgt durch Momentbildung 

t;« _ 

(1) vw = — ^f); 

denn es ist _ _ 

nach Nr. 27. 

Die Gleichung (1)^ welche namentlich von Somoff in 
seiner Kinematik (deutsche Übersetzung von Ziwet^ Leipzig 
1878) eingdiend untersucht ist, wurde spater auf Systeme 
übertragen. Aus ihr eigibt sich auch sofort ein kinematischer 
Ausdruck für die Bi^ui^ einer Bahn, nämlich 



(2) 



1 VW 



r v^ 
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Wir wollen zunächst diese wichtige Fonnel etwas eingehender 
betrachten. Man erkennt ohne weiteres daraus, daß die 
Biegung einer Bahn nur dann verschwindet, wenn der Vektor 
der Beschleunigung mit dem Vektor der Geschwindigkeit 
gleichgerichtet ist. Auch der umgekehrte Schluß ist göltig. 
Folglich haben wir den Satz: 

Nf4r hei einer geradlinigen Bewegung faUt der Vektor 
der Beschhunigung in die Tangente der Bahn. Bei 
allen Jortmmlinigen Bahnen ist der Winkel zwischen der 
Tangente tmd dem Beschleunigungsvektor bestimmt durch 
die Gleichung: 

v* 1 

sin(vlw) = . 

' w r 

Femer ergibt sich aus der Gleichung (2) ein brauchbarer Aus- 
druck für die Biegung einer Kurve, deren Gleichung in der 
Parameterform gegeben ist Da nämlich die Zeit r selbst 
ein solcher Parameter für den analytischen Ausdruck von x 
ist, so wird auch, wenn wir in Gleichung (2) r durch d' 
ersetzen: 

dx d^x 
1 M"d» 






( 



41. Biegung der imiabolisehen Wurfbahn. In dem Galilei- 
schen Wnr^roblem ist w ^g, also t? » ^ • r + ^> wenn c 
die Anfangsgeschwindigkeit nach Größe und Bichtung vor- 
stellt. FolgUch wird 

vW = cg 
und deshalb nach Gleichung (2) in Nr. 40: 

r v^ 

Man eikennt hieraus, daß bei der parabolischen Wurfbahn 
die Bi^ung mit zunehmender Geschwindigkeit rasch abnimmt. 

42. Zusammenhang dwBalinwinduDg mit der BaseUeunlgang. 
Wir bringen die Gleichung (1) von Nr. 40 in die Form: 

r . VW = t;8 • ^ . 
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Jetst differantüeren wir dieselbe nach der Zeit nnd erhalten, 
indem wir wieder cur Abkürsnng —^w setaen: 

r • V II? + -r- • ^^ = ^ • -^ + 3 r* -j- • w . 
ax ax ax 

Hierana bilden wir das Arbeitaprodokt mit w. Dies ergibt: 

— dW dv 

r^wvw^^^w-^ + 3f;*-j-*ii;w . 

dx dx ' 

Non fillt aber w naicdi Nr. 36 immer in die Sohmi^^ansa- 
ebcme der Bahn, steht also auf der Binormalen senkrecnt. 
Ans diesem Ghrnnde wiid: 

dx 
Nach Nr. 27 hat man weiter 

rfw 1 _ 

wenn f^ den Radius der "Windung bezeichnet 
Also wird 



das heißt 



_-^ f^ (dv _ . V» \ _ 



1 . wvw 
— SS r* 



woffir man auch mit Benutzung der Yertauschungsformel 
schreiben kann: 

(1) i=_,.i^. 

r' v^ 

Hieraus ergibt sieh sofort die geometrische Formel 



dx d^x d^x 

1 'M^'d^'M^ 

(2) ±«-.r« 



r' (dsV ' 



welche man als eine Verallgemeinerung der Gleichung (3) 
in Nr. 27 betrachten kann. 
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Die Oleichimg (1) stellt den Zusammenhang zwischen 
Biegung und Windung der Bahn mit den kinematischen 

Vektoren v, W und -j- dar. Hier ist ein neuer Vektor -5-, 

ar ax 

welcher die Änderung des Beschleunigungsvektors Wf bezogen 
auf die Zeiteinheit, angibt, eingetreten. Man hat ihn in den 
Lehrbüchern der Kinematik als ^^Beschleunigung zweiter 
Ordnung^^ bezeichnet. Die Beachtung der Bahnwindung 
geht also in kinematischem Simie über den urspranglichen 
Vorstellungskreis Oalileis, der sich auf die fundamentalen 
Größen v und w beschrankte , hinaus. Sehr ausführlich 
haben sich R^sal*), Schell**) und Somoff***) mit der 
systematischen Theorie der Beschleunigungen höherer Ord- 
nung beschäftigt Da wir hier auf diese Untersuchungen nicht 
eingehen können, so verweisen wir diejenigen Leser^ welche 
ein besonderes Interesse für die geometrische Seite der 
Kinematik haben^ auf die unten genannten Ijehrbücher und auf 
die Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Artikel 
Schoenfliefi und Grübler, Band IV, 3. Leipzig 1902. 
Wir ziehen aus Gleichung (1) noch die naheliegende 
Folgerung: 

Ei/ne Bewegung, hei welcher die BescJileunigtmg nach 
Qröße und BicMung konstant ist, erfolgt notwendiger- 
weise in einer ebenen Bahn. 

Aufgabe 33. Man beweise den letzten Satz unmittelbar 
aus dem Integral x = \g»t^ + c»T + ä der Gleichung 

Aufgabe 34. Nach Gleichung (1) ist der Inhalt des 

ParaUepipeds aus den drei Vektoren v, w und -j— immer 

gleich — I — j — . Man zeige, daß bei der gleichförmigen 

Bewegung auf der gewöhnlichen Schraubenlinie der Baum- 
inhalt dieses ParaUepipeds unverändert bleibt 



*) B4sal, Oin^matique pure. Paris 1862. 
**) Schell, Theorie der JBewegung und der Kräfte, 2. Aufl. 
ipzig 1879/80. 

*^*) Somoff, Kinematik, deutsche Übersetzung von Ziwet. 
Leipzig 1878. 



Lei 
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48. Bewagmig eines Punktes bei s^eiehmäfiig vMftnderHelier 
BeseUennlgang. Gehen wir von der Gleichung der Wurf- 
bewegnng noch einen Schritt weiter, so kommen wir auf 
die Vorstellung, daß die neue Bewegungsform durch eine 
^eichmafiig veränderliche Beschleunigung charakterisiert ist 
Die Bahn liegt jetzt im allgemeinen nicht mehr in einer 
Ebene, sondern ««gt die charakteristiBche Eigenschaft der 
Biegung und Windung der Kaumkurven. Wir wollen deshalb 
diese Größen unter der Voraussetzung 

m g-J 

darstellen. Die Integrationen ergeben der Reihe nach 

fd = hr + g y v = ^hx^ + g'r + c 
und _ - 

worin die gerichteten Größen A, y, c, ä sämtlich konstant 
sind, a hat keine kinematische Bedeutung, kann also weg- 
gelassen werden. Unsere Bewegung ist demnach durch die 

drei Konstanten h, g, c vollständig bestimmt. Wir bilden 
zunächst 

t;2 = I A3 T* + Ä ^ - t3 + (Ä C + 5f2) . t2 + 2 5 C . T + C» 

und darauf 

vW = ^gh'T^ + ch'T + cg . 

Jetzt kennt man bereits den Verlauf der Bahnbew^ung 
nach der Gleichung (2) in Nr. 40: 

(2^ J__^ 

Zur Bestimmung der Bahnwindung ist noch der Ausdruck 
von tovw zu entwickeln. Dies gibt aber sofort: 

wWw = hcg , 

also eine vollständig bekannte, von der Zeit unabhängige 
Größe. Das Maß der Windung 

1 ^ wvw ^ heg 

__ = _y2 — _y2 — z. 

|/ |;6 ^6 
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1^ 



heg 

VW* 



ist hier eine bekannte Funktion der Zeit 

Wir wollen nun in dem Achsenkreuz (Fig. 32) die kine- 
matischen Konstanten speziell orientieren^ indem wir setzen 

»1-0, 9^^-9, »8 = 0, 

qs=c*cosft, c^ = c*sinft, c^=0. 




Die in Betracht kommenden' Momente und Arbeitsprodukte 
berechnet man am raschesten und sichersten nach dem fol- 
genden unmittelbar verstandlichen Schema: 





1 


i 


3 


1 


c 


c>cos<x 


C'sm« 





C'Cd&ot 


9 





-9 








h 








h 





eg 








—gccoB» 




eh 


hctän» 


— ÄC'COS« 







J^A 


-9h 
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cg 'Cg = c^g^ coB^ (X y h*cg^—hgc'0osa, gh^gh^g^h^ . 
Mit diesen besonderen Weiten erhalt man 

vw^ = ^gh^ •x^ + gh'Ch'T^ + gh'cg^T^ 
+ 2cA«c^»T + eg^ + cä^-t* 
= \g^h^ •r^ — h^gcmia •t' + ä*(c* — gcsina)x^ 
+ c*jr*cos*a . 
Das Maß der Bahnwindung wird demnach: 
1 ^ — ÄjFC-cosa 

r' "" Ä* [ J jf* • T* — jFc sin « • t' + (c* — gc sma) t*] + c* gr* cos * a 

und die Seitenabweichung: 

Aufgabe 35, Man setze in den oben entwickelten Formeln 
c == 600 m/sek, g = 9,81 m/sek und A = 0,01 m/sek und be- 
rechne 2^1, x^, x^, — und -j für r = 1, 2, . . . 10 Sek. Dann 

entwerfe man auf m/m-Papier den Ghrundrifi aus x^, x^ imd 
den Aufriß auB x^Xj,.^ 

Duioh derartige Übungen gewöhnt man sich ani besten 
an eine klare explizite Auffassung freier Bewegungen im 
Baume. Wer von der Muhe der vollständigen -:- d. h. nume- 
rischen und graphischen — Durchführung zurücksoheut, kann 
sicher sein, daß er in dem Falle, wo eine ahnliche Aufgabe 
in der Praxis an ihn herantritt, machtlos dasteht und vor 
allem die Schwierigkeit gedankenlos überschätzt 

B) Bewegung des Punktes auf einer FUclie. 
44. Ebene Pdaikooidinatm. Wir gehen von der Ereis- 
^ ^ ^«öcost^ + ^siniU 

• 

aus und setzen darin a^ = r an Stelle von a. Die Lange r 
betrachten wir jetzt ab eine veränderliche Grröfie^ so daß 
wir hier nicht einen bestimmten Ejreis ins Auge fassen, 
sondern die ganze Schar aller konzentrischen Ejreise, welche 
sich dem Kreise mit dem festen Badius a von innen ulid 
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von außen anschließen (Fig. 33). Die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes X der Ebene sind jetzt der Winkel 9 




Fig.8& 



und der Radiusvektor r oder^ wenn man Großen gleicher 
Dimensionen nehmen will, die Zahlen t9 und q. 

45. AusdnuA: dar Gesehwindl^it in ebenen Pofaukooidl- 
naten. Relative Bewegimg. Wir schreiben jetzt die Oleichung 
des Kreises mit veränderlichem Badius in der Form 

äp«a(äcosil> + f[»ehi^)*Q , 

indem wir einen Einheitsvektor 0E= Ix in der Richtung der 
hcHJzontalen Achse (Fig. 34) benutzen. Dann ergibt sich sofort 

V = a(« cosiU + ^ sintf) -=^ + ä(— ä sintf + rföi costf) q -=— 

dx ax 

oder kürzer 

^ ' Q dx ' dx 

Bei Benutzung der Strecke r als Koordinate wird 

X dr , d& 

r dx ' dx 



(2) 
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'Swch dieser Gleichong zerfallt v in zwei Komponenten, von 

dr 
denen die eine im Betrage -=— in die Richtxmg des Badius- 

. d^ 

Vektors fällig wahrend die andere im Betrage f-^ senkrecht 

hierzu steht. Nach dem Vorgänge Clairauts"") (1713 — 1765) 
fassen wir nun auch die Bew^ung des Punktes X in der 
Ebene als eine zusammengesetzte auf, indem wir uns den 
Radiusvektor als eine einseitig unbegrenzte Rohre vorstellen, 
in welcher der bewegliche Punkt dauernd eingeschlossen ist, 
so daß er darin nur vorwärts und rückwärts gleiten kann. 
Gleichzeitig soll aber die Röhre um den festen Punkt 
(Fig. 33 a) rotieren. Bei dieser 
Anschauung nennt man die Größe 

dr X 
dx r 

die relative Greschwindigkeit 
des Punktes X und den zweiten 
Vektor 

d'» 



dx 



rix 




seine Führungsgeschwindigkeit, v selbst bezeichnet man 
zur Unterscheidung von diesen Komponenten als absolute 
Geschwindigkeit. Der Punkt X wird abo von der rotierenden 
Röhre gerade so geführt, als ob er wahrend eines Augen- 
blickes mit ihr fest verbunden wäre, unabhängig hiervon 
besitzt er innerhalb der Röhre seine relative Greschwindigkeit 
Setzen wir zur schärferen Hervorhebung dieser An- 
schauung vorübergehend 

dr X \>x 



so deutet das neue Symbol, welches wir auch später bei der 
allgemeinen Entwicklung der Lehre von der relativen Be- 
wegung wieder benutzen, offenbar eine Differenzierung des 
Vektors x an, bei welcher er an den linearen Raum der 



*) Man vergleiche Bertrand, Sur la th^rie des mouvements 
relatifiei. Joum. de Liouville, Bd. 24. 1847. 
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Bohre gebunden ist. Jetzt wird 

^ dx _ b^ 

(4) _ = ^=«,^ + _. 

Die absolute Oeschumdigkeit ist also die geometrische 
Summe der Fuhrungsgeschtcindigkeit und der rdoHven 
Geschfoindigkeit 

46. Die Besehleanigiiiig in ebenen PolarkoordinateiL Coiiolto- 
Beficddeunigung. Zunächst lassen wir die Vorstellung der rela- 
tiven Bew^ung wieder &llen und differentiieren den expli- 
ziten Ausdruck 

_ _r 

wo zur Abkäizung r = ^ und ^ = ^ gesetzt ist, ohne 

Bücksicht auf die kinematische Deutung der auftretenden 
Glieder vollständig nach der Zeit Dies gibt 

_rT — r^ _ r •• 

w =^ X \-v \'rix*^ + fiv^'& y 

indem wir die Newtonsche Bezeichnung der Zeitderivierten 
konsequent beibehalten. 

Setzt man noch den Wert von v ein und ordnet^ so 
erhalt man für den Beschleunigungsvektor den Ausdruck: 



(4a) w = x 



r 1 r 2 

^2 j^r[x\—r^+''b . 

.T J Lf 



Der Vektor der Beschleunigung zerföllt also in zwei auf- 
einander senkrecht stehende Komponenten von der IntensitSt 

(5) u>r = ^-r[^) 

™^ d*{^ ^^dr dd 

(6) «'* = »'d^ + 2^'^' 

von denen die erste in die Bichtung des Badiusvektors^ 
die zweite in eine hierzu normale Bichtung (^) fallt 

Von dieser Zerlegung der ebenen Bes(^eunigung macht 
man in der Kinematik des Punktes sehr hSu% Grebrauch. 
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JetEt wollen wir aber die ganze Ableitung für W noch 
einmal aufnehmen, indem wir die Vorstellung der relativen 
Bew^ung zugrunde legen. Wir differentiieren also die 
Gleichung (4) vollständig nach der Zeit und erhalten 



dv 



= (ox + a)t? + 



i (bx\ 



dt eil 

setze man für v seinen Wert ein und beachte, daß 



ix Ut/ 



hx . b*a? 



ist; denn die vollstSndige Änderung eines jeden Vektors 
setet sich zusammen aus der durch die Führung hervor- 
gerufenen Änderung und der relativen Änderung. 

Wir erhalten jetzt w in der dreigliedrigen Form: 



(7) ^^\^x+ (OICO X)] + T—r + 2 tt) • -r-- ' 

•• ^ Ot* Dt 

wenn wir die beiden ersten Glieder, wie angedeutet, in eins 
zusammenfassen. 

Zur Abkürzung und bequemeren Ausdrucksweise setzen 
wir noch 



(8) 



' COX + CoipOX) = Wf , 



^ bx ^ 



80 daß 

tÖ = Wf + tdr + tÖe 

wird. Nach Nr. 35, Gleichung (6) erkennt man aber sofort, 
daß Wf diejenige Beschleunigung ist, welche der Punkt be- 
sitzen würde, wenn er im Augenblick mit der führenden 
Eohre (Fig. 34) fest verbunden wäre, tö/ ist abo der Vektor 
der Führungsbeschleunigung. Daß Wr der Vektor der 
Relativbeschleunigung ist, bedarf keiner weiteren Er- 
klärung. Anders steht es mit dem Vektw We, den wir 
daher naher ins Auge fassen müssen. 

Hean, Kinematik. 5 
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Nach der Definition des Momentoroduktes steht Wc senk- 
recht auf dem Vektor der Winkelgeschwindigkeit q> der 
Bohre und senkrecht auf dem Vektor der Belatiygeschwindig- 
keit^ welche selbst in die Eichtung der Eohre fallt l%e 
steht also senkrecht auf dem Badiusvektor (Fig. 34k)*), während 

Wf, solange nicht -r-y verschwindet^ auf demselben schräg 

ßteht Die Gröfie von töc ist sowohl durch die Dreh- 
bewegung der Rohre (ä>) als auch die Bewegung des Punktes 

in der Bohre ( -r-— I beeinflufit 

Diese doppelseitige Abstam- 
mung hat ihr den monströsen 
Namen „zusammengesetzte 
Zentripetalbeschleunigung« 
eingebracht. Neuerdings wird 
sie häufiger Coriolis-Be- 
schleunigung genannt^ aber 
nicht mit Becht^ da sie bereits 
von Clairaut eingeführt ist 
Die Einführung einer kurzen 
und trefienden Bezeichnung 
überlassen wir der Zukunft 
Da bei der ebenen Be- 
wegung, welche hier allein 
senkrecht auf der Belativ- 

rf* dr 




Fig. 84. 



betrachtet wurde, co immer 
geschwindigkeit steht, so ist 



«;. = 2 



Wr = 



dr dt 

d^r 
dx^ 



(9) 
während 

und 

wird. 

Jetzt sind alle Komponenten der Beschleunigung nach 
der Methode der relativen Bewegung interpretiert und wir 

*) In Fig. 34 und 35 muß die konkave Seite der Bahnkurve 
nicht dem Punkt zugewendet, sondern nach außen gekehrt sein. 



Wf 



- imh m 
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können das Besoltat dieser Betrachtung in dem folgenden 
Satee znsammen&ssen: 

Bei der DarsUllung der ebenen Bewegt/mg eines ^Rinktes 
durch Biikirioordinaten hmn man die absduie Geschwin- 
digheii als BesidbuUe der Führungsgeschmndigkeit und 
dar relativen ChschwindigkeU auffassen. Die äbsohrie Be^ 
schleunigung eerßUt dieser Anschauung entsprechend m 
drei Komponenten: die FährungAe&ihieimigung^ die Bda- 
Ovbeschlmmgung und die CanoUs-Beschleunigung. Die 
letetere steht auf dem Badiusvektor senkredU und ist 
dem doppelten Produkte aus der Winkelgeschwindigkeit 
und der Bdaüvgeschwindigkeit gleich. 

Zum Schlüsse woUen wir die Gleichungen (8) noch 
etwas weiter ausfuhren. Es wird 



Wf = 


dr^"'''- 


-\ 


<ci 


Wr — 


d^r X 

dx^ r 






iCe = 


2 d» dr 
r dx dx 


'V 


X 



Hieraus erhalt man durch Addition 

« _ JA |r _ ('*V1 

Lr dx* \dx I J 






also genau die Oleichung (4 a). 

47. BbifQhmng der J^c^tftvektoreiL Für die nun folgende 
Darstellung der Lagrangeschen Auffassung der Geschwindi^ 
keits- und Beschleunigungskomponenten ist es zweckmäßig, 
homogene Koordinaten zu benützen. Wir schreiben deshalb 
jetzt V in der Form 

.-. ^ X dg ^ d* 

und setzen*) x _ 

— = ^, rix = t . 
Q 

*) r bezeichnet hier nicht mehr den. Radiusvektor. 

5* 
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Diefie Strecken'") bestimmen ein mit dem Punkte X 
(Fig. 35)'"*) fortschreitendes Achsenkreuz, auf welches die 
Vektoren v und id bezogen werden können. Sie begleiten 
also den Punkt während seiner Bewegung in die Ebene als 
rein geometrische Gebilde. Aus diesem Grunde sollen sie 
die Begleitvektoren des Punktes genannt werden. 

Multipliziert man also jeden Begleitvektor mit der ent- 
sprechenden Parameteigesch windigkeit, so ist die geometrische 
Summe dieser Größen die absolute Geschwindigkeit v . 

Lagrange projiziert zu- 
nächst V auf die Bichtungen 
der Begleitvektoren^ betrachtet 
aber nicht di« Projektionen 
im engeren Sione^ nämlich 

vco9(vlr) und roost;/^, 

sondern die verallgemeinerten 
Projektionen^ welche unmittel- 
bar durch die Arbeitsprodukte 

rv und iv dargestellt sind. 
Diese Größen folgen so- 
fort aus 

(2) v=:^r*Q + h^. 

Nämlich 

rv=^r^'Q und it; = ^*-d, 

da die Begleitvektoren hier'*""'*') aufeinander senkrecht stehen. 
Für den ganzen Aufbau der Kinematik, wie wir ihn 
Lagrange verdanken, ist es nun von fundamentaler Be- 
deutung, daß die Ausdrücke tq und i^ in der vektoriellen 
Gleichung (2) durch die Größe: 

(3) \B « ^-t;« = i(r2. ^8 + ^»-d») 

und ihre partiellen Derivierten 




Fig. 86. 



R 



dE 

de' 



r= 



dE 



***' 



*) In der Fig. 35 ist ^ = r und e, = ^ zu setzen. 
*) YgL die Anmerkung auf S. 66. 

In aUgemeinen F&Ilen trifft dies keineswegs zu. 
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vollstSndig gegeben sbd. D. h. kennt man die Großen 
JE, B, Tj diuan kennt maa aadi v yollstäadig. So nahe- 
li^end ans jetzt diese Auffassung erscheinen mag, so ist 
doch die Tatsache zu beachten, daß vor Lagrange niemand 
die prinzipielle Bedeutune derselben erkannt hat. Leibniz 
(1646 — 1716) hatte allermngs lange vorher eingesehen, daß 
die Große 2E, welche er*) die „lebendige Kraft/' des 
bew^ten Punktes nannte, in der ganzen Mechanik einen 
der wichtigsten Grundb^riffe ausdrückt^ aber diie», vollständig 
durchgeführte Erkenntnis, daß E und seine Übertragung 
auf Systeme den zentralen Kernpunkt'*'''') der ganzen 
Kinematik büdet, ist durchaus das Verdienst von Lagrange. 
Aus Gleichung (3) ergibt sich unmittelbar, daß 

(4) rv = -^-:r und tv = — :- 

Sq öd 

ist. Diese Großen nennen wir die Begleitmomente der 
Geschwindigkeit, indem wir hier das Wort Moment im 
allgemeinen Sinne für eine Große gebrauchen, die sich aus 
zwei Faktoren zusammensetzt. Dieser Sprachgebrauch ist 
seit Galilei in der Mechanik üblich. 

E wird jetzt allgemein als „kinetische Energie'^ des 
bewegten Punktes bezeichnet 

Hiemadi laßt sich für unsere ebene Bewegung in Polar- 
koordinaten der folgende Satz aussprechen: 

Die BegleUmamente desVektors der Geschwindigkeit sind 
den enispredienden Derivierten der kinetischen Energie des 
Punktes nach den Parametergeschwindigkeüen gleich. 

48. Die Begleltmomente der Besehleaniguig für ebene 
PolarkooidinateiL Wir differentiieren jetzt die Gleichungen 

fv^R und iv = T 

nach der Zeit und bringen das Resultat in die Form: 

dB dr_ -_ dT dt _ 

(1) rw^^i T-t7, tw = -zi -5-v. 

dr dt dx dx 

*) Leibniz betrachtet eigentlich die Größe 2jS = Aiv', wo /u 
die Masse des Punktes bedeutet. Hier ist also /i = 1 zu setzen, 
was in der Kinematik eines einzelnen Punktes immer erlaubt ist. 

**) Diese Behauptung ist selbstverständlich hier nur als eine 
allgemein orientierende zu betrachten. Der Nachweis ihrer Berech- 
tigung ist eben Aufgabe des methodischen Lehrganges der Kii^ematik. 
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Die Begleitmomente der Beschleunigang sind abo 
hiermit bereits gewonnen^ aber es sind gleichzeitig die neuen 

Großen 

dr , dt 
-^- und -:r- 
ax dt 

eingetreten, welche naher betrachtet werden müssen. Es 
ist naturlidi: 

df Sr . df i, :, dt ^t . , dt ' 

Die Definitionen der Begleitvektoren wollen wir jetet in der 
folgenden Weise schreiben: 

Hieraus ergibt sich sofort die identische Gleichung: 

dr __ dt 

Mithin wird: 

dr ^ dr - , *^^ 4 _ ^*' 

dr ^ dg ^ dg dg 
und _ _ 

dt ^ dr • , ^^ n __ ^v 

'd^^d^'^'^Wd^' 
Die Gleichungen (1) nehmen also die Form an: 

dB _dv 

- dT _dv 

'^^'■' _^ d (dE\ dE 

rw 

(2) 



d ldE\ 

^ dx\d'g} dg ^ 

- d (dE\ dE 

tW = -j-(— 7-1 — 

dr \SS/ 



dbl ^^ 

Dies sind die Lagrangeschen Gleichungen für die B^leit- 
momente der Beschleunigung in dem besonderen Falle ebener 
Polarkoordinaten. 
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nate ist gleich der vollständigen Zeiidermerten des gur 
gehörigen BegleUmamentes der Geschwindigkeit vermindert 
um die partielle Derivierte der kinetischen Energie nach 
der sfugehörigen Koordinate. 

Aufgabe36. Man fahre die Berechnung von rw und itd 
nach Anleitung der Gleichung (2) durch und zeige^ dafi nach 
den Gleichungen (5) und (6) von Nr. 46 die Benehungen 

fw^aWr und itö = rtCi^ bestehen. 

40. Der Vtktor dir ganien Besehleunigiiiig. Bei der ebenen 
Bew^ung muß auch W in der Bahnebene liegen. Folglich ist 

fw^(X'r*, tW==ß*t^. 

Man erhalt also für den Zusammenhang der ganzen Be- 
schleunigung mit den beiden B^leitmomenten der Be- 
sohleunigniig die Gleichung 

_ fw _ , iw - 

fff =- • f H • t • 

wobei zu beachten ist, daß fi=0 vorausgesetzt vorde. 

Bei der Bewegung eines Punktes auf einer gekrfimmten 
Flache, zu deren Untersuchung wir jetzt fn>ereehen, besteht 
eine solche einfache Beziehung uksiit mehr, da hier W im 
allgemeinen aus der Tangnttialebene der Fläche heraustritt 

60. KoordinatHi auf der KugeUttehe. In Fig. 35a sei X 
ein beliel»ger Punkt auf der Kugelflache mit dem Badius a 
um den festen Bezugspunkt 0. Seine Lage bestimmen wir 
in der üblichen Weise durch den Winkel ß, um welchen x 
gegen die Äquatorebene OÄB geneigt ist, und den Winkel X, 
welchen die Horizontalprojektion OP mit OÄ = ä einschließt 
Dann ist ß die Breite und X die Länge des Punktes X. 

Femer wird 

X = X^ -\- X2 'T' X^ f 

worin 
^ = cos/Scosvl*ä , x^ = QOsßsmX'fjä y x^ = aemß*^ 

zu setzen ist. if ist ein Einheitsvektor in der Polachse der 
Kugel Die Parametergleichung der Kugelfläche heißt also: 

(1) X = cos/? cosi • ä + conß sin A • ^ + öt sin/J - 17" . 
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Sie bildet die geometrisohe Grundlage der nun folgenden 
kinematiflchen Ausführungen. 



0J 




Fig. 85 a. 

51. Gsiehwindigkeit auf der KugeL Da hier^ wie bei der 
ebenen Bewegung, nur zwei Parameter /3 und X auftreten, 
so können wir die Geschwindigkeit wieder in der Form 

(1) i; = fe-/? + Z.i 

schreiben, so dafi h und l die beiden Begleitvektoren dar- 
stellen. Die Ausführung der Differenzierung von x gibt 

V « [—sin^ (cosA • ä + sinA • "ifS) + a cosß •^]' ß 

— cos/8 (sinA • ä — cos A • ^) X . 

Es wird also 



(2) 



{l: 



= — sin/8 (cosA • a -{- QinX* tj a) + a cos/? • ly , 
= — cos/8 (sin A • ä — cosA • ^~ä) . 



b liegt in der Meridianebene des Punktes X und steht senk- 
recht auf X. l liegt in der Ebene des Parallelkreises zum 
Äquator. Man findet femer 

bl = miß cos/8 (sinA cos A • a* — sin A cos A • a*) = . 
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Die beiden Begleitvektoren stehen demnach aufeinander senk- 
recht. Um ihre absoluten Langen zu finden, bilde man 

6« = a^mn^ß + a^coB^ß = a* 

und 

P = a*cos*p . 

uiemaoii wira 

b = a und l = acoBß. 

Da nun nach Gleichung (1) 

ist^ so kann man den einfachen Ausdruck für die kinetische 
Elner^e: 

(3) jE? = ia»0J« + co8«/8.i«) 

den weiteren Bechnungen zugrunde legen. 
Aus Gleichung (1) folgt 



W 



dß 



\ - • dE 

Zt; =i = lU = a2cos2/8.A = 



als die Werte der den Koordinaten ß und X entsprechenden 
B^leitmomente der Geschwindigkeit 

Die Projektionen . der Gesdb windigkeit auf die beiden 
B^leitvektoren sind also 

V cos^/6) = a -^ , V Q^B^\i) = a cos/8 • -j- . 

Man mache sich dieses Resultat durch reingeometrische 
Überlegung klar! 

52. Die Loxodrome auf der Kugellttehe. Hier bietet sich 
die Gel^enheit als Beispiel eine bestimmte Bahn auf der 
Eugelflache vorzuführen. Es handelt sich um das Segeln 
eines Schiffes auf hoher See. Bestimmend für den Kurs 
sind Kompaß und Log. Der Kompaß mit Berücksichtigung 
der Mißweisung (DekUnation) der Magnetnadel gestattet die 
Feststellung des Azimutes^ d. h. des Winkels^ welchen v 

mit h einschließt. Man segelt nach der Loxodrome^ wenn 
man dieses Azimut während des Kurses konstant halt. Der 
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Ansatz unserer Angabe ist also 

V cos(t;/6) 

wenn a das feste Azimut bedeutet. 

Die Differentialgleichung der lozodromischen Bahn ist 
daher: 

— ^ = dl • otga . 

Um diese zu iategrieren^ schreiben wir 

dß dß dß 






Folglioh ist 



COBß 



- "h *(l + t)] • 



WO das Symbol In für den natuilidien Logarithmus des 
Argumentes steht. Nach diesen Vorbereitungen wird 

Um die Int^rationskonstante y f estzulegeui nehmen wir an^ 
die gesuchte Kurve gehe von dem Punkte ß = ß^, X^ Iq 
der Kugelflache aus. Unter dieser Voraussetzung ist 

Die Gleichung der gesuchten Kurve ist also in definierter 
Form: 
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oder auch /o \ /a \ 

m + Tl-'d + T)""-'-'-' 

wenn e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet 
Gibt man Anfangs- und Endpunkt (ßt\) der Lozodrome, 
so ist zuniohst das Anmut a aus der Gleichung 

zu berechnen. 

Aufgabe 37. Man verbinde den Punkt il« — 0, ßo^ 36^0 
mit dem Punkte l^ — 108,b^, ß^ » 42,3<> auf der Erdkugel 
sowohl durch eine Lozodrome als auch durch einen nößten 
Kugelkreis. Weldies ist die Wegdifierenz (in km) beider Kurse? 

58. Boi^ittmomiiito der BeseUeioiigiiiig auf der Kogil- 
flldie. Hier gelten die Überlegungen und Schlfisse von 
Nr. 48 ganz unverändert Man erhalt also die beiden Be- 
gleitmomente der Beschleunigung W in der Form: 

^ z^ d /eE\ SE 
^ 7-_ d /dE\ dE 

m nehmen ist 

Die AasfShmng der angedeuteten Operationen gibt nun 
der Reihe nach: 

d /dE\ d*ß d (dE\ , d / ,. dX\ 

dE ... jdiy dE - 

Hiemach wird 

e,-..[0+™#e«^(|i)"], 
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Bew^ sich ein Kugelpendel (Fig. 36) bei dem Aus- 
schlagwinkel ^ 80^ daß der Punkt X einen kleinen Kugel- 
kreis gleichförmig durchläuft^ dann ist 



Ä- ^ 
^==2 



*, 



dß 
dx 



= und 



dx 



= Ö) 




Fig. 80. 



WO (0 die konstante Winkelgeschwindigkeit des Umlaufes 
um die Vertikalachse bedeutet In diesem besonderen Falle 
wird also 



a 



^;, = — sin2*.ö)2 und Oa = . 

54w Die ganze Beschleunigung bei der Kugelbewegungi, 
Wenn man die beiden Begleitmomente Qß und Qx in dem 
bisher behandelten Falle kennt, so ist damit noch keines- 
wegs der Vektor («^ der Beschleunigung bestimmt^ sondern 
nur diejenige Komponente der ganzen Beschleunigung, weldie 
in die Berührungsebene der Kugel im Punkte X ^t Be- 
zeichnen wir diese Kcnnponente mit Wt und setzen wir 

was jedenfalls erlaubt ist^ da h und l in der Berfihrungs- 
ebene der Kugelflache liegen, so können wir die Faktoren a 
und /} leicht bestimmen. Denn die ganze Beschleunigung 
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ist darstellbar in der Form: 

(1) w = Wi + ic,, 

wenn fdg in die Riehtiing der Flächennormale fallt^ weldie 
hier mit der Richtung von x zusammenfällt li^ui kann 
also auch ^ _ - «? _ 

'^ a 

seteen« ffierans folgt aber sofort: 

Man erhalt also ftb* tdt den vollständig bestimmten 
Ausdruck: 

(2) is,^|.fc + |j. 

«Diese Komponente von i^ wollen wir die treibende 
Beschleunigung nennen. Sie allein kommt bei dem Be- 
wegungsvoigang unmittelbar in Betracht^ denn Qß und Qx 
berechnen sich aus Wi allein*). Ihre Definition ist auch in 
dem folgenden Satze enthalten: 

Trägt man auf den Begleitvektoren die entsprechenden 
Lagrangeschen Momente der Beschleunigung, dividiert 
durch die Länge ihres BegleHvektors, von dem Punkte X 
aus ab, so ist die BesuUante (geometrische Summe) 
dieser Vektoren die treibende BesdUeumgung. 

Die zweite Komponente Wg, welche auf der Kugel- 
iliohe senkrecht steht^ nennen wir die spannende Be- 
sdilennigmig. Sie ist in gewissem Sinne von den B^eit- 
momenten der Beschleunigung unabhängig. Um ihren Wert 
(Orofie) zu bestimmen, differentiieren wir den Ausdruck 

v = b'ß + l'X 

nach der Zeit und erhalten zunächst 

W^bß + U + 2-ß + f^'l. 
JetEt bflden wir 



xw = xw, 



.(dl i , di A 



*) Die vollständige Begründung dieser Behauptung gehört 
In die Dynamik. 
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wodurdi ids bereits bestimmt ist Der so erhaltene Aus- 
dmck laßt sich aber wesentlich verein&chen. Es ist nfimlich 



und 



db ^b L db i 

dl dl Q , ^l k 
Tr'^Jß'^ + Tt'^- 



Nun wild aber: 



.ei . .el . 

_ dl _dl 

Die Berücksichtigung dieser Werte ergibt: 

awg = — a*/J* — a^cos*^- A* = — v* . 
Folglich wird die spannende Beschleunigung 

(3) «;. = -- 

und die ganze Beschleunigung 

^ ' b^ P a a 

Bei der Kugelbewegung ist die spatmende BeacUeum- 
gung radiai nach innen gerichtet und gleich der Normair 
besMeumgung eines Punktes, welchen man sich mit der 
Geschwindigkeit v auf einem größten Kugelkreis fort- 
schreitend vorstellt. 

Aufgabe 38. Man beweise dieses Resultat direkt geo- 
metrisch, indem man einmal beachtet, daß w, nur aus einer 

Komponente der Normalbeschleunigung — • o bestehen kann, 

r 

indem man zweitens die Beziehung des Krümmungsradius r zu a 

beachtet. 

65. Bewegung dnos Punktes auf dner beliebigen Ittehe. 

Wir haben die Bewegung auf der Kugelflache so ausführlich 

dargestellt, weil sie als solche wichtige Anwendungen findet. 
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Daneben ist dieses Beispiel aber aach vorzüglidi geeignet, 
dem Stadierenden einen grundlichen EinbUck in die cha- 
rakteristischeii Eigenschaften der allgemeineren Flachen- 
bew^img zu geben. Da jetzt &st alle einzelnen Schritte 
fOr die Durchführung der allgemeinen Theorie vorgeführt 
sind, so können wir im folgenden eine knappe Darstellung 
\7ahlen. Jede Fläche kann durch eine Parametereleichune: 
von der Form 

daigesteüt werden. Hieraus erhält man die G^eschwindig^eit 

Bx dx ■ 

oder durch Einführung der Begleitvektoren 

dx _ dx 
(2) ei = ^is-> «i 



(3) 



(la) t; = 6i . #1 + ^ • *2 . 

Die Begleitmomente der Geschwindigkeit, welche 
ungerichtete Gröfien sind, bezeichnen wir im allgemeinen 
Falle mit P^ und P, . Es wird also 

• • 

• « 

^8=^^=^^'*l + «2^**2- 

Da die Begleitvektoren nicht immer aufeinander senkrecht 
stehen, so wird auch das Produkt e,e, im allgemeinen von 
Null verschieden sein. 

Zur Abkürzung setze man noch 

so daß 

(4) Pi = -Bn-*i + -Bi,*2, P, = ^3i*i + -B22*2 
wird. 

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich auch die 

Parametergeschwindigkeiten ^i, ^^ linear durch die Be- 
gleitmomente Pij Pj ausdrücken. 

Die kinetische Energie für die Flachenbewegung ist 
nach den eingeführten Bezeichnungen 

(5) E^^v^ = i(^ii*? + 2 Ei,4i 4, + E,,^) 
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und die mchtigen Beziehungen 

welche wir in den speziellen Beispielen entwickelt haben^ 
bleiben auch im allgemeinen unvetundert bestehen. 

56. Die Lagrangesehen Auadrüeke ffir die BeBehleimtgung, 
Aus den Gleichungen 

ei t; =■ Pi , e^v = P^ 

folgt genau wie früher 

dt 



dPi de,. 

'^«'= dr dr"' 


_ _ dP, 

^«'- dr 


und da auch hier 




de^ dv 


de^ dv 



dr 6#i ' dr ö#, 

isty 80 werden die B^leitmomente der Beschleunigung auch 
im allgemeinen Falle durch die uns bekannten Lagrange- 
schen Ausdrücke: 

d (eE\ dE 

d /dE\ dE 



d ldE\ dE 



datgesteUt. 

57. Leistung der Besehleimigang bei der Ftteheidbewegimg. 
Die Große 

w*dx 

nennt man die Arbeit der Beschleunigung to bezogen auf 
den Weg dx. Wenn die Bahn auf der FlSohe g^eben ist 
und wenn außerdem w in jedem Punkte der Bahn bekannt 
ist> so kann man das Integral 

jtadx 

ausfahren und als Integralarbeit der Beschlennignng für 
die gewählte Bahnstrecke bezeichnen. Man kann das Inte- 
gral auch in die Form 

fwv»dx 



57» B) Bewegung des PonkieB auf einer Fl&che. gl 

bringen, so daß die Zeit als unabhängige VeranderUobe ein- 
tritt Die Große 

L = idv 

nennt man die Leistung der Beschleunigung mit Rück- 
sicht auf ihre Bedeutung in der Dynamik. Sie steht in einem 
sehr naheliegenden Zusammenhange mit der kinetischen Energie 
und mit den Begleitmomenten der Beschleunigung. Aus 







E^ 


• ^vv 


folgt 


sofort durch Differenzieren nach der Zeit 


(1) 


• 


dE 
dt 


4 • 


Es ist also 










L- 


dE 
dt 


oder 


in Worteo: 







Die auf die ZeiteiniheU heaogene Änderung der kine- 
tischen Energie ist gleich der Leistung der Beschleunigung. 

Aufgabe 39. Auf einer Kugelflache vom Badius 1 sei 
ein größter Kugelkreis gezogen, dessen Pol die Breite ß^ 
und die Lange ^ hat Auf diesem bewegt^ sich ein Punkt A 
mit der A nfangsgeschwindigkeit c vom Äquator aas aiif- 
8tfl%end nach dem Gwetz v^y^x + e. Welches ist die 
Integralarbeit der Beschleunigung in der ersten Hflifte der 
Kugelkreisbahn? 

Da im Falle der allgemeinen Flächenbewegung E von 

_ • • 

den Parametern ^^ , ^, und ihren Glesonwindigkeiten ^^ , ^j 
abfaSngt, so wird 

dE oE •„ , dE i. , öE ^ . ^-^ ö 

-5— = -5-5— V. + -Vä-*1 H :— *1 T —^1 



d.h. 



dP, dP. • _, •• 1 



^ = -Q^»^ -«,*, +^(Pi*i + P,*,)- 
Heun, Kinematik. 6 
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Non ist aber nach dem Satse von den homogenen 
Funktionen: 

und folglich: 

(2) i-^ = «,*i + «,*,. 

Diese Gleichung stellt den Zusammenhang der Leistung mit 
den B^eitmomenten der Beschleunigung dar. Sie folgt ohne 
Bechnung aus der Gleidiung (1). Denn darnach ist 

^ §ij • •. ^^ ^^ • ^^ • 

dx 

Den Inhalt der Gleichung (2) kann man in dem Satze aus- 
sprechen: 

MuUipUziert man die beiden Begleitmomente der Be- 
scMeunigung mit den zugehörigen Parametergeschumc^ 
heiten, so ergibt die Stmme der Produkte die Leistung 
der Beschleunigung. 

Hiemach laßt sich die Integralarbeit der Beschleunigung 
auch in der Form 

(3) Ä„^f{Q^d»,+Qd»,) 

schreiben^ von der wir später Gebrauch madien. 

58. Die spannende Besehlennigungskomponente auf einer 
krammen Flftehe. Aus dem Ausdrucke für die Geschwindigkeit 

erhalt man unmittelbar die ganze Beschleunigung in der Form: 

(1) »_v*.+^*.+i^.«?+(ii+ii)«.*,+|i^. 

Neben den Begleitvektoren e^ und e, wollen wir jetzt noch 
einen dritten Vektor einführen, welcher auf diesem senkrecht 
steht, also in die Bichtung der Flächennormale im Punkte X 
fällt. Als Einheitsvektor ist er ohne weiteres gegeben durch 
die Definition 

(2) «=^. 
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Setet man nun 

80 wird 

h^ ^ Qi = ri^ii + YfXJii , 

und 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich 

(3) Yi-(^2Qi-JE,,Q,):A und Yt = {E,,Q^ ^ I!,,Q,) : A , 
wo zur Abkürzung 

gesetzt ist Zur Bestimmung der spannenden Beschleunigung Wg 
benutzen wir die Gleidiung (1). Hieraus erhält man: 



(4) eiCj-w, = «162 



Ä^+(ii+t)*.*-+Ä^: 



so daß jetzt Wg nach Große und Richtung vollstlndig be- 
kannt ist. Die treibende Beschleunigung Wt ist eb^alls 
ermittelt^ nämlich durch 

69. Geodätbehe Bahnen auf einer knnnmen Fliehe. Unter 
allen Bewegungen eines Punktes auf einer gekrfimmten 
Fläche ist diejenige besonders ausgezeichnet^ für welche 
beide Begleitmomente der Beschleunigung verschwinden. In 
diesem besonderen Falle ist also 

^^ = äi w; = und Q^ = e^W = . 

Der Vektor der ganzen Beschleunigung steht nach dieser 
Voraussetzung auf der Tangentenebene der Fläche senkrecht 
und reduziert sich demnach auf die spannende Komponente 
W, = ic,'öi. Femer wird 

d. h. E = Eq . 

Die kinetische Energie wird von der Zeit unabhängig, be- 
hält also ihren Anfangswert E^ bei. 

6* 
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Daneben ist eine geometrische Eigenschaft der Bahnen 
bei dieser aosgezeiohneten Bewegung bemerkenswert, welche 
wir etwas naher betrachten wollen. Aus dem Ausdnick für 
die Geschwindigkeit 

folgt durch Momentbildung: 



{e^e^)v = («i e^)ei • *i + («i Cg) Cj • *2 

= (^11 *1 + ^tl *2)«2 - (^12 *1 + ^2*2)^ • 

Es wird also 
und hieraus sofort 



Dife Anwendung der Yertauschungsformel ergibt noch 

(1) e^'Viv^P^Q,--P,Q,. 
Nach Nr. 40, Gleichung (1) ist aber 

v^ _ 

VW ^ — . w . 

r ' 

Mithin erhalt man den Winkel zwischen der Flachennormale öi 
und der Binormale rj der Bahn stets aus der Gleichung 

(2) e^ . co8(ä/^) = ^3 (Pi <2, - Pg <2i) . 

In unserem besonderen Falle ist nach der Voraussetzung 

Qi-Ö2 = 
und V konstant Folglich wird 

cosßt/«') =?= • 



Man nennt derartige Bahnen auf gegebenen Flachen geo- 
dätische, weil sie, was wir jedoch hier nicht nachweisen, 
im allgemeinen die kürzesten Verbindungslinien zwischen 
zwei bestimmteai Punkten der Fläche sind. Wir begnügen 
uns mit dem eben abgeleiteten Satz: 



M. 
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Ist die Bewegung eines Punktes auf emer Fläche 
eine geodätische, so steht die Normale der Fläche auf 
der BinormaJen der Bahn beständig senkreckt^ Die 
ganee Beschleunigung äußert sich als spannende, während 
der Rmkt mit gleuJiformiger Geschwindigkeit die geo- 
dätische Bahn durchläuft. 

Die Gleichung der geodätischen Bahn kann entweder un- 
mittelbar durch Integration der beiden Differentialgleichungen 



d /eE\ g^^Q 



m 



dE 



_ Ji^L _j:n = o 



d^ 

und nachfolgende Elimination der Zeit gewonnen werden 
oder ein&cher durdi Benutzung der Integral^eichung 

wie wir im folgenden Beispiel zeigen. 

00. Geodfttisdie Babn auf der K^geifttehe. Wir l^en 
(Fig. 37) die Spitze des 
K^els in den Bezugs- 
punkt und lassen seine 
Achse mit der Verti- 
kalen Yj zusammen&llen. 
Die Öffnung des Kegels 
sei bestimmt durch den 
Winkel 2}^. Es wird dann 
OX = X . Setzen wir nun 
in Nr. 50^ Gleichung (1) 
den Kugelradius a ver- 
anderlich, also aQ statt a, 
wahrend OA = ä fest 
bleibt und i^eichzeitig 

^^-^-^Yf <l^^iuDi erhiQt man 

(1) x^ Q [siny (cosA • ä + sinjl • rfa) + acosy • ij] . 

Dies ist die Gleichung der Kegelfläche in der Parameter- 
form. Alle Punkte derselben werden erreicht, indem man 
Q von bis oo und X von bis 2^1 laufen läßt 




Pig.87. 
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Ffir die BegleitTektoren erhalt man ans x die Ausdrücke: 

0^ 

(2) Ci =3— = 8iny(oosi*a + BisiX'lna) + aooBy^n , 

(3) e^ = — ^ Q siny (— sin >l • ä + cosi • tfä) 
und hieraus 

Man erhalt also ffir die kinetische Energie den ein&chen 
Ausdruck 

JS?«.|a«(^« + sinV-ö*i*) 

und deshalb 

Die beiden Gleichungen der geodätischen Bahn lauten also 

..sin.r^(j'|i)-0. 
Aus der zweiten folgt sofort: 

(4) .■(§)-.. 

wenn (k die Integrationskonstante bezeichnet. Nun ist aber 

(5) E=E, d.h. (^)VsinVe.(^)'=a,., 

WO 0} eben&lls konstant ist. 

Die Elimination von dr aus den Gleichungen (4) und (5) 
fuhrt auf die geometrische Gleichung der geodätischen Bahn: 

O' •dg 



dX = 



Q^co^Q^ — a*sin*y 
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Man flchliefit hieraus, daB 

o*^— rsin'y 

sein muß; wodurch dem Verlauf der Kurve eine bestimmte 
Grenze gesetzt ist. 

Da die weitere Ansffihrung keinerlei Schwierigkeiten 
macht, so überlassen wir die Integration und die Bestinmiung 
der Konstanten dem Leser. 

Anmerkung. Die vollständige LBsung der vorstehen- 
den Au%abe wird mathematisch durchsiditiger; wenn man 
beide Lagrangesche Gleidiungen ohne Zumifenahme der 
Beziehung £ — JS^ benützt und 

aQ=:r sowie miy*dX = dy} 

setzt. Nach diesen Substitutionen 



(6) E = Ur^ + r^tp^). 
Hieraus folgt 

dE dE ^ . dE . ^ dE ^ 

Die Gleichungen von Lagrange sind also: 

(7) -^-♦•»V'»'=0 und A{r*y,)^0. 

Ans der letiten Gleicbnng folgt: 

(8) r»v'=C, 

wenn C eine Integrationskonstante bedeutet 

Wir setzen jetzt — = r und erhalten nach Elimination 

des Zeitelementes dt aus Gleichung (8) die erste Lagrange- 
sche Gleichung in der Form 

d^v 

Das Integral dieser Gleichung ist 

(10) r = Ä cos v + k sin v^ . 

Aus der Substitution sin^^ • dX = dy} folgt v' » sin^^ • ^ , da 
hier keine Integrationskonstante zu berücksichtigen ist 
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Hiernach erhält die OleichuDg der geodfitischen Linie 
auf dem Kreiskegel die Form; 

(11) V = Ä C08(8iny • Jl) + fc 8in(ßiny • i) . 

Wir bezeichnen nun den An&ngspankt dieser Konre mit 
dem Index , den Endpunkt mit dem Index 1 . Dann wird: 

to *= * cos(siny 'io) + b sin(siny • ^) , 
ti = a C08(8iny • Ai) + |l 8in(8my • ii) . 

Aus diesen Gleichungen erhält man für die Integrations- 
konstanten H und tfi die Werte: 

sin[siny(Ai — i^)].a = Vo sin(Biny • y^) — Vi ßin(siny • i^) , 
sin[siny(>li — ^o)] . || = jTi cos(8iny • üo) — *b cos(siny • i^) . 

Folglich wird. 

sin[siny(^— ;^)].|r==roSin[8iny.(ii--A)]+iri8in[siny.(ii— i)]; 

Ersetzt man jetzt nach Beendigimg der Bechnnng t wieder 
durch Q, dann gewinnt man das Resultat in der Form: 



(12) 



sin[8iny(>li — ^) • — = — 8in[8in}^ • (Ai — Xj] 

Q Qo 

+ -^8in[siny.(A —io)]- 



Hiermit ist die geodätische Kurve von einem beliebigen 
Punkte der Kegelfläche mit der Öffnung 2y bis zu einem 
beliebigen Endpunkte voUständig bestimmt. Denn man hat 
nur diesen Wert von q in den Ausdruck 

x^ Q [siny (cosJl • ä + sinA • tfa) + acosy • ^] 

einzusetzen, um den Vektor als Funktion des Parameters l 
eindeutig zu bestimmen. 

61. VirtueDe Arbeit der Besehleunigung. Wir müssen 
jetzt zu allgemeineren Betrachtungen übergehen^ welche für 
die ganze Mechanik von grundlegender Bedeutung sind. Ss 
handelt sich jetzt um die Einführung und Erläuterung d^e 
B^rifies der virtuellen Verschiebungen eines Punktes 
auf einer gegebenen Fläche. 

Der Ausdruck 



9L 
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rtdlt nur dann das Element einer Bahn dar^ wenn d^^ 
jmd d^^ nicht unabhängig voneinander sind. 
Wir wollen 

d»^^f^{ß)d» . 

d»^=f^(ß)d'» 

setsen, indem wir einen neuen Parameter i9, für weldien in 
spezieller Auffassung auch die Zeit gesetzt werden kann, 
anführen. Unter dieser Voraussetzung wird 

eine bestimmte Funktion von ^. 




Fig.» 



Ebenso ist jetzt die Arbeit der Beschleunigung auf 
einer gewissen Bahnstrecke 



oder 



A - /(Öl d^^ + Q, dd,) 



« 






durchaus bestimmt 

In Figur 38 sei die Kurve AB eine auf die angegebene 
Weise oder anderweitig festgel^e Bahn. Dann ist der 
unendlich kleine Vektor XJS^ = dx das Bahnelement in der 
Fortgangsrichtung des auf der Flache beweglichen Punktes X* 
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In der Umgebung dieses Punktes denken vnr uns beliebig viele 
weitere Punkte Z^,Z^ usw. so auf der FISche herausgriffen^ 
daß ihre Abstände von X unendlich klein bleiben. Wü* er- 
reichen diese benachbarten Punkte tatsachlichi indem wir in 
dem Ausdruck 

x + e^d^i + e^ 6^2 

den beiden Großen d'&i^ d'&2 edle möglichen, unendlich 
kleinen, sonst aber willkürlichen Werte heilten. 

In der Vorstellung denken wir uns den Punkt X nach 
einem beliebigen Nachbarpunkt verschoben und nennen die 
entsprechenden Wege — nach Größe und Biditung — die 
allgemeinen virtuellen Verschiebungen des Punktes X 
auf der Flache. 

Die Faktoren d^^, d'^^ nennt man dieser Fiktion ent- 
sprechend die allgemeinen virtuellen Änderungen der 
Parameter '&i und ^2 - Natürlich sind die der eingeschlagenen 
Bahn entsprechenden Änderungen d^i, d^^ in der Mannig^ 
faltigkeit der virtuellen Änderungen enthalten, gerade wie das 
Bahnelement dx ein Individuum der ganzen Scluo* der Größen 

ist und daraus hervorgeht, wenn d^i = d&i und d^^ = ^^s 
wird. Als Zeichen der allgemeinen (und auch der später noch 
zu spezialisierenden) virtueUen Verschiebungen des Punktes X 
wählen wir das seit Lagrange übliche Zeichen dx. Es ist also 

Die ebenfalls nur in der Vorstellung existierende Größe 

wdx^Q^d^^+Q^d^i 

heißt dem bisherigen Sprachgebrauch gemäß die virtuelle 
Arbeit der BescUeunigung. Für sie gilt der Satz: 

Man erhalt die virtuelle ÄrheU der BesMeunigung eines 
auf einer Fläche 'beweglichen Rmktes, indem man jedes 
Begleitmament mit der virtuellen Änderung des lietreffenden 
'Pwamäers muUipImert und diese Produkte addiert. 

Granz im Rahmen dieser Vorstellungen bleibend, be- 
zeichnet man die Ghröße 

vdx == P^^ d»^ + P^' 6^2 
als die virtuelle Arbeit der Geschwindigkeit 



92. B) Bewegung des Punktes «if einer Fliehe. 91 

Wesenilioh für den Nutsen der eingeffihrten virtuellen 

ArbeitsgroBen ist das Verschwinden derselben. Seteen wir 

nimlioh _. ^.« ^.« ^ 

wdx = öl a*i + öj ^*2 = ^ 

so folgt daraus wegen der Willkür in der Großenwahl der 
virtadlen Parameteranderungen d^i, d^^* 

Qi^O und Q, ==0, 
oder in Worten: 

Die virtudle Arbeit der Beschleunigung eines auf einer 
Fläche hewegUchen IhmUes verschwindet nur daim für 
aße virtueOen VerrOchungen desselben, wenn die beiden 
Bejßeiimamenie der Beschleunigung eintsdn gleich NuU 
worden. 

88. IM0 Zentialgisidnmg für die Itteheiibeipegang. La- 
grange hat eine Umformung des Ausdruckes för die 
virtudle Arbeit der Beschleunigung in seiner M^canique 
analytique (1788) benutzt, wache durch Ausdehnung auf 
allgemeine Bewegungen und beliebige Systeme zu einer 
Gleichung führt, die alle Gleidiungen, welche sich auf die 
treibende Beschleunigung beziehen, als Sonderfälle enthält. 

Wir gehen von der virtuellen Arbeit der Greschwindig- 
keit aus und differentiieren dieselbe vollständig nach der Zeit, 
indem wir beachten, daß auch die virtuelle Verrückung dx mit 
der Zeit veränderlich sein kann. Bei Betrachtung der virtu- 
ellen Yerschiebui^en wollen wir die Zeit nicht andern, d. h. 
wir denken uns die Verschiebungen zeitlos entstanden, was 
den analytischen Festsetzungen dx^O und ddr = ent- 

Spricht. Femer ist zu beachten, daß durch die Definition 
er virtuellen Verschiebungen dx noch nichts über die vir- 

•• dx 

tuelle Änderung der Geschwindigkeit -j- festgesetzt ist 

Wir wollen uns aber auch diese irgendwie gestört denken, 

indem wir statt -j— 

dx 

dx .t>dx 

dx dx * 

oder da ddx =^0 ist, 

dx ddx 

dx dx 
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Beteen^ wobei wir uns jedoch noch nähere Festsetrangen aber 
die Große ddx vorbdialten. Doch sollen jetEt $dion fSr 
den d- Prozeß — seiner ursprünglichen Auf&ssung eii^ 
sprechend — die Grundregeln der gewöhnlichen Differen- 
tiation festgehalten werden. Diese Festsetzong bedeutet in 
unserem Falle offenbar^ daß auch d dx nicht aus der FläQhe 
heraustritt, auf welche die Bew^ung des Punktes von vorn- 
herein beschrankt ist. Nun ist 

dt^ dx^ 

oder 

,-. — .- d .^ j._^ _ddx 

(1) w* ox = ^- (v • öx) — V — r — . 

dz ^ dx 

Die Gleichung (1) Ußt sich jetst in die Form bringen: 

_.- d ,_._ -Jdx\ _(ddx ddx\ 

Nun ist aber 
d.h. 



dJE = vdv== ^ ^(-T-) . 



Wir erhalten also jetzt die virtuelle Arbeit der Be- 
schleunigung in der Form 

und bezeichnen diese Formel als ,,allgemeine Zentral- 
gleichung''. Sie kommt bei Lagrange in dieser ganz all- 
gemeinen Fassung, welche Herr Hamel'*') eingeftttirt hat, 
noch nicht vor, sondern ist dort durch die Annahme 

ddx — ddx=^0 

beschrankt, welche den Anschauungen der „Variationsrech- 
nung'' entspricht, aber nicht dem oben entwickelten all- 
gemeinen Begriff der virtuellen Verschiebung*'*'). 

*) „Über die virtuellen Yerschiebimgen in der Mechanik'^. 
Math. Ann. 59. 

**) Man vergleiche die Entwicklungen in Nr. 64. 
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'• Zar besseren üntersoheidang wollen wir die Lagrange- 
sche Formel 

(3) id^dx^^{vdx)-dl! 

einfach als i,Zentraleleichang^' beeeichnen. Ihr Inhalt 
laßt sich in Worten einfach aussprechen: 

Die virtueUe Arbeil der BescUeumgung ist gleich der 
auf die ZeildnheU beeogenen Jnderung der virtuellen 
Arbeit der CrenchunndigkeU vermindert um die virtuMe 
Änderw/yg der kinetischen Energie. 

Wir gehen jetst zu einer Anwendung der allgemeinen 
Gleichung (2) über. 

68» A M ftt wng dar LagrangesdiMi GMehangan aus dar 
allgwnahien Zentodglfltdiqng« Wü* gehen aus von der Defi- 
nition des Bahnelementes und der allgemeinen virtuellen 
Yerschiebung des Punktes X, also von den Gleichungen: 

dx=^\* d^i + «j • dtfg , dx='ei* ^i^l + e^ • id, . 

Aus den Annahmen in Nr. 62 folgt 

ddx — ddx = Ci(irf*i — dd^i) + e^idd^i — dd*,) 

Hierin ist aber 

Deshalb wird 

(1) 6dx - dds^ « e,(iddi - dd&^) -f- e,(idd, - dd&^) . 

Wir berechnen nun der Reihe nach die Ausdrucke, welche 
wir für die Ausbildung der Zentralgleichung gebrauchen: 

%{ddx - ddx) = P^{dd&^ - dd*i) + P,(idd, - di*,) , 

vöäC'^P^d^^+P^S^i, 

d(vdx) = Pi da*i + P^dd»^ + dP^ . i^i + dP, • dd, 

und SE dE 

dE= P,.d», + P,d^,+^d^, +W^^^ ' 
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Dies alles setzen wir in Gleichung (1) von Nr. 62 ein und 
erhalten: 

(d d», dd»Ä (d rfd, d 6», \ 

Hierin ist aber 

Foldich verschwinden alle Glieder, welche die Faktoren P^ 
und p2 besitzen; so daß nur der einfache Ausdruck 

Übrig bleibt und es wird; wie früher auf andere Weise abgeleitet; 

^^ ~ rfr ö*i ' ^^ "" dr ö*, • 

64. Dto virtaenen Babnen. Bisher haben wir die virtuelle 
Yerrfickung des in seiner Bahn laufenden Punktes X keinen 
besonderen Beschränkungen unterworfen. Eine solche all- 
gemeine virtuelle Yerschiebung sei in Fig. 39 durch die un- 
endlich kleine Strecke XP«= dx dargestellt Belade sich nun 
der laufende Punkt tatsächlich in P; so würde sein Bahn- 
element*) in der Zeit dx durch die Strecke PP' =dx + ddx 
ausgedrückt sein. In derselben Zeit ist aber der Punkt X 
in seiner wirklichen Bahn um die Strecke dx fortgeschritten; 
also nach X' gelangt. Der der neuen Lage X' entsprechende 
allgemeine Verrückung ist in der Figur durch die Strecke X'P" 
angedeutet und wir haben hierfür den Ausdruck: dx + ddx. 

Offenbar fallen die Punkte P^ und P^^ keineswegs zu- 
sammen; wenn zu der bisherigen Definition der virtuellen 
Verrückung nicht eine weitere Festsetzung hinzutritt. 

Wir wollen nua geradezu verlangen; daß P' in P^' 
fallt; daß also aus den betrachteten Strecken ein ge- 

*) In Fig. 39 ist d 6x mit d dx zu vertausohen. 



64» B) Bewegung des Punktes auf einer Flftehe. 95 

schlossenes Viereck entsteht. Dann mnß die geometrische 
Summe der vier Seiten glddi Null sein, d. h. 

dx + {dx + ddx) — (dx + ddx) — dx ^ 

sein. Unsere Schließongsbedingong hat also die Relation 

(1) ddx - ddx = 

cor Folge und führt von der allgemeinen Zentralgleiehnng 
cor Lagrange sidien Form derselben. 

Diese l^rrficknngen aller Punkte der wirklichen Bahn 
bilden jetet wieder Bahnen auf der Flache, welche wir die 
cugdiörigen virtuellen Bahnen nennen wollen. Sie sind 




Fig. 89. 

in der y^Yariationsrechnung^' der Mathematiker der Aus- 
gangspuiikt für die Behandlung zahlreicher Probleme ge- 
woiden. In der Mechanik haben sie vor den allgemeinen 
virtuellen Yerrückungsgebilden prinzipiell nichts voraus^ 
wenn sie auch in besonderen Fällen eine Vereinfachung 
der Rechnung ermöglichen. 

Wü* gehen jetzt auf die allgemeine Beziehung 

(2) ddx — ddx = ei{dd'9i — dd»^) + e^idd^^ — dd^^) 

zurück und nehmen an, daß die Gleichung (1) für jeden 
Punkt der wirklichen Bahn gültig sei. Dann wd also: 

(3) ei(rfi*i - dd'»^) + \{dd'»^ - ad^a) = . 
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Da Ci and e^ nicht beständig in ihren Biohtongen JEUsammen- 
f allen können^ so wird diese Gleichung nnr durch die Annahmen 

(4) dd&^'^dd^i und dd&^^dd^^ 

för den gansen Verlauf der Bahn erfüllt werden. Es laßt 
sich daher jetzt der Satz aussprechen: 

Im aUgmnemen bilden die Lagen der Punkte einer 
Bahn nach den virtuellen Verrücbmgen jmsammen 
mit den virtueU geänderten Wegelementen nicht teieder 
mögliehe (gedaehte) Bahnen auf der gegebenen Fläche. 
Dies ist nur der FaU, wenn die Glüchung ddx=^ddst 
besteht. Unter dieser besonderen Varausseteung genügen 
aber die Parameter ^^ und #2 ^ Fläche den Be- 
dingungen dd^i = dd^i und ddi^i^dd^^' 
Natürlich folgt auch umgekehrt aus 

dd&i — dd^^^O und dd^^ - öd'9i^0 ^ 

daß 

ddx — ddx = 

ist 

Beziehungen von der Form der Gleichungen (1)^ (3) und 
(4) wollen wir im folgenden als Übergangsgleichungen 
(l^ansitivitätsgleichungen) bezeichnen, da sie die Wirkung 
der Operation d auf die Operation d definieren und damit 
dem Prozeß der virtuellen Verrückungen gewisse Beschran- 
kungen auferlegen. Das trifft für Gleichung (2) nicht zu, 
aber wir wollen sie doch, wenn auch im weitei^en Sinne, zu 
den Ubergangsgleichungen zählen. 

C) Bewegung des Punktes auf einer festen Eurre. 

65. Oesehwlndigkett und Beschleun^ung. Die feste Bahn 
des Punktes nehmen wir in der Parameterf orm 

(1) X = m 

an. Daraus erhalt man 

_ dx d» 

d^ dx 
oder 

(2) t?==e«#, woraus v==e-=— 

folgt. 
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Nun ist aber e»e*d, wenn wir wieder mit 5 den 
Einheitsvektor X8 (Fig. 40) auf der Tangente bezeichnen. 
e ist der einzige hier vorkonunende Begleitvektor. Die 
Geschwindigkeit fallt also immer in die Tangente der festen 
Bahn^ die Beschleunigung dag^en nidit Denn es 



(3) 



_ dv 



dB 




Fig. 40. 



In dieser Gleichung ist nach Nr. 26 



de d^x 



d» d»^ 






d^s ds 
W'~d^ 



j.c. 



wenn r den Badius der Bi^ung, ds die Lange des Kurven- 
dementes und v den Normalvektor XN bezeichnet Hier ist 



ds 
1^ 



=» e und 



ä^s _ de 



Es wird also 

(4) i. = (i 

Heun, Kfa4»inatnr. 






\ - L*' - 
j-« + --v, 
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wie man auch sofort aus der Gleiohang 

_ dt? - t?* - 
ti7 a. — -• (j -i • V 

dx r 

in Nr. 36 hätte schließen können, da v^e-^- ist 

ax 

Gleichung (4) zeigt die Zerlegung der ganzen Be- 
schleunigung tö nach der Tangente und der Normale. Aus 
ihr erhalt man das Begleitmoment der Beschleunigung 

(5) ,«.==Q»a^_ + e-.(-j . 

Wir wollen nun noch zeigeui daß dieses Resultat auch 
aus der Lagrange sehen Gleichung 

«-£(S)-i 

folgt Hierin ist nach Gleichung (2) 
zu setzen. Dann wird 



und 



— - =:e*«*, — (^ \^e^*^ + 2e — •** 
e* dx\d» d& 



Mljhii^ 



dt \d4 ) 



dE de i. 



d'» d& 



was mit dem Ausdruck der Gleichung (5) genau fiber- 
einstimmt 

Ffir die Anwendungen ist es bequemer 

zu setzen, so daß auch F eine bekannte Funktion von # ist 
Mit dieser Bezeichnung wird das Begleitmoment der 
Beschleunigung 

(7) <? = -^-rf;r + -2 d^tej • 
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Aufgabe 40. Man entwickle die Größe Q unter der 
Vorausseteong^ daß die feste Bahn ein Kreis mit der Glei- 
chung ^»äoosil^+^Binil^ ist. 

Aufgabe^ Welches ist der Ausdruck für die ganse 
Beschleunigung w^ wenn die feste Bahn eine Schraaben- 
linie ist? Man vergleiche Nr. 24. In dem Resultat fOr w 

setee man ^ » co (konstant). 

Aufgabe 4Si. Ein Punkt bewegt sich auf einer Parabel^ 
(Fifi^. 41). deren Gleichune o;' = 2p v ist. Man soll das Beeleit- 

durtdleo. ■'■ ■*'* 




Anmerkung. Da bei der letzten Aui^be die Glei- 
chung der Kurve in gewöhnlichen rechtwinkligen Koordi- 
naten gegeben ist> so bilde man zunächst daraus 

xx^py, d.h. i = p-T=^= 
und dann 



Nachdem der Ausdruck 



^-4hÄ]^ 



2»J 

gewonnen ist> kann man y als laufenden Parameter be- 
trachten und das verlangte Begleitmoment nach der La- 
grangeschen Formel 

dx\dy) dy 
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berechnen. Man versäume jedoch nicht, sich fiber Qröße^ 
Biohtnng und Dimension des Begleitvektors in diesem Falle 
volle Kkrheit zu verschaffen und gewöhne sich fibeihaupt 
daran, Vektoren riditig aufzufassen, wenn keine vektorieUe 
Bezeichnungsweise angewendet wird. 

66. Der BnerglesatK für Bewegungen auf fester Bahn. Die 
dem Bahnelement dx entsprechende Arbeit der Beschleu- 
nigung ist bestimmt durch den Ausdruck: 

dÄ =^ w • dx ^ We • d^ = Q • d'9 . 

Folglich wird für eine endliche Bahnstrecke, welche durch 
die Parameterwerte i^o und # begrenzt ist^ die zugehörige 
Arbeit der Beschleunigung: 

(1) A^jQd», 

oder nach Gleichung (7) von Nr. 65: 



Ä = 



f\-^d^» , 1 dF (d^\^^^^ 

In diesem Integral ist F eine durch die feste Bahn be- 

stimmte Funktion des Parameters i9. während -7- eine 

dx 

durchaus willkürliche Größe ist. Wir wollen nun festsetzen, 

sie sei eine bekannte Funktion des Parameters d, indem 

wir schreiben: 

Unter dieser Voraussetzung wird 




^ 



^ - n^vH+IS-v]"*- kw'^^'*- '"^ 




und die Ausführung des Integrals gibt 

(2) A^F-Fof 

wenn Eq den Wert der kinetischen Energie für ^ » ^0 
darstellt. 
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DasselbeBesuItat folgt auch unmittelbar aus derBeiiehung : 

dE 



dA __ 

-=— = wv 
dt 



dt 



Der Inhalt der Oleichnng (2) laßt sich in dem Satze 
aussprechen: 

Ist die hmeHsche Energie eines auf einer festen Kurve 
laufenden Rmktes für jede Lage in der Bahn bekannt, so 
ist auch die Arbeit der Beschleunigung für eine beliebige 
Bahnstrecke explisit gegeben durch den Zuwachs der kine- 
tischen Energie, weUher vom Anfangspunkt bis zum End- 
punkt der in Betracht gezogenen Bahnstrecke erreicht urird. 

Man kann diesen Sachverhalt auch umgekehrt auf- 
essen, indem man annimmt, Q sei eine bekannte Funktion 
des Parameters &, wie es in bestimmten wichtigen Fällen 
kinetischer Probleme realisiert ist. Dann ist nach der 
Gleichung (2) die kinetische Enei^e E und damit auch 
die Parametergeschwindigkeit 4 sowie v für jede Lage des 
Punktes in der Bahn oekannt Diese merkwürdige Be- 
riehung wurde bereits von Oalilei für die Kreisbahn des 
sogenannten ein&chen oder mathematischen Pendels be- 
merkt und zur methodischen Untersuchung der Pendel- 
bew^ung unter dem Einfluß der Schwerkraft benutzt. 

Aufgabe 43. BeiderPendel- 
bewegnngist,wiewirinderDyna- O 
mik beweisen, Q = — a^rsinii^, 
wo (Fig. 42) a die Pendellänge, 
d der Ausschlagwinkel und g 
die Beschleunigung der Erd- 
schwere bedeutet. Es soll v 
für eine beliebige Lage des 
Pendelpunktes bestimmt werden. 
Welchen Ausdruck erhalt man ^^^ 
jetzt für W als Funktion von '^y 

wenn ^ = für d — ä ist? ^ 

67« BeseMeunlgnngadraek auf die feste Bahn. Nach 
Gleichung (4) in Nr. 65 kennt man die spannende Be- 
schleunigung nach Größe und Richtung. Sie ist 




Fig. 42. 



(1) 



w, s= — • y , 



n 
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fallt also bestandig in die Eichtang des Normalvektors und 
ist dem Quadrat der Oeschwindigkeit direkt, sowie dem 
Bi^ungsradius (r) umgekehrt proportional. 
Nach Oleichung (2) in Nr. 40 ist: 

1 _t7f5 

T t;* 
In unserem Falle hat man 



Folglich 



a'9 



vu? = e 



de 



Man erhält also die Biegung aus dem Begleitvektor durch 
die Anwendung der Formel: 

^ r e^ a^ 

Bei Benutzung rechtwinkliger Baumkooidinaten setze man 



de -77 

and zerl^e alles nach den drei Bichtongen des Achsen- 
kreuzes, so daß 

H — Hi + Hf -{- Hg 

wxd. Hierbei ist 

(3) {H,^e,^-e,^, 

Feiner 

H'-^Bf + E^ + Bi. 

Gemach eibllt man 

(4) ---?• 
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Nachdem der Aosdrack fär die Biegang der festen Balin 
gefunden ist, schreitet man zur Berechnong von y. Ans 
Nr. 26 findet man sofort^ indem man dort 

dx 

setst: 

/R\ - r / de^ de \ 

oder in rechtwinkligen Komponenten: 



(6) 



_ r / rfe^ de\ 

r ( de^ de\ 



Hiermit siod alle geometrischen Großen fOr die Berech- 
nung der spannenden Besehleunigang, die man auch zuweilen 
als Beschlemiigangsdrack beseidmet^ explizit dargesteUt 

AirfgabeM. Man bestimme den Beschlemiigungsdrackt^« 
anf der Kreisbahn x = acos^ + ^sin^ unter der Annahme 

einer konstanten Winkelbeschleunigung d = /}. 

Aufgabe 45. Ein Punkt bew^e sich mit gleichmftBiger 
Greschwindigkeit v = c anf der festen zylindrischen Schraub^- 
linie (cf. Nr. 24): 



x = acos^ + ^^8ii^^ + ö— ^'^ • 

Welchen angenäherten Ausdruck erhalt man für w, unter 
der YorauBsetzung, daß die dritten und höheren Potenzen 



von - — vemachlassiirt werden können? 

D) Die Lagrangeschen Gleiehnngen für die freie Be- 
wegung des Punktes im Baume. 

68. Angemeine Baumkoordlnaten. Bisher haben wu!> 
soweit die spezifischen Lagrangeschen kinematischen Auf- 
fassungen för die Punktbew^ung in Betracht kamen, das 
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Bewegangfi^biet des Punktes auf eine feste Flache oder 
eine feste Kurve beschrankt. Wir wollen nun zeigen , was 
der Leser übrigens schon langst bemerkt haben wird, dafi 
diese Methoden ohne irgend welche Abänderungen auch für 
die freie Baumbewegung göltig bleiben. Es werden natür- 
lich jetzt drei Parameter für die Festlegung der Lage erforder- 
lich sein, da der Punkt im Baume, wie man sich gewöhnlich 
ausdrückt, drei Grade der Bewegungsfreiheit besitzt 
Ein sehr einfaches Beispiel bieten uns die räumlichen 
Polarkoordinaten, die wir sofort aus der Kugelgleichung 
(Nr. 50): 

X = cos/}cosA • ä + cos/JsinA • ^ + asiaß • 17* 

erhalten, indem wir uns den Badius der Kugel veränderlich 
vorstellen, also a durch ag ersetzen, wo q den dritten Parar 
meter bedeutet Legt man nun den drei Oroßen ß, k, q alle 
möglichen Werte bei, so wird jeder Punkt des dreidimensio- 
nalen Baumes erreicht. Der Ausdruck 

(1) X = Q{co8ßcosX • ä + cos/? sink • ^ + a sin/? • tj) 

stellt also jede beliebige Lage eines frei beweglichen Punktes X 
im Baume durch seinen Vektor OX » x dar. 

Wir wollen zur besseren geometrischen Auffassung dieser 
Koordinierung des Baumpunktes 1. q und /?, 2. ß und i,, 
sowie 3. k und q als Parametei^gruppen aufiEassen, indem 
wir der Beihe nach A, q und /? als konstante Größen be- 
trachten. Dann erhalt man aus Gleichung (1) die folgenden 
drei Flächensysteme dargestellt durch die Gleichungen: 

(2) x = Q [cos/? (cosAo • ä + sinAo • tfa) + a sin/? • If] , 

(3) x^ Qq [cos/? (cosA • ä + sink • tfa) + a sin/? • rf] , 

(4) x^Q [co8/?o (cos A • a + sinA • rfS) + a smß^ • rf\ • 

Beachtet man jetzt im Hinblick auf die Gleichung (2), daß 
der Vektor 

cos^ • rfä — sinAo • a 

auf den beiden Vektoren 

cos^o * ^ + 8Ui>lo ' ^ ^^^ V 
senkrecht steht, eo folgt aus Gleichung (2): 

(5) (cosü^ • rfä — sin^ • o) 5 — , 
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also die Gleiohung einer Meridianebene durch den Be- 
zogspunkty da ihr Nonnalvektor 

(5a) (co8>lo • ^ — sin^o • 5) : a = a 

stets auf ^ senkrecht steht. 

Die Gleichung (3) stellt eine Kugel mit dem Radius üQq 
dar. Halt man die Gleichung (4) neben die Gleichung (1) von 
Nr. 60; so erkennt man ohne weiteres, daß sie eine Kegel- 
flache mit der Achse ^ und der Öffnung 7i — 2ßo darstellt. 

Der Punkt 2^ erscheint demnach als Schnitt dieser drei 
FISchen. Nun schneiden sich dieselben aber in vier Punkten*). 
Von diesen wird durch Gleichung ( 1) ein bestimmter ausgewählt^ 
da QQf oosßQ, sinßQf cosAq^ sin^ eindeutige Werte besitzen. 

Jetzt wollen wir in der Gleichung (1) je zwei Parameter 
festhalten. Dieser Anschauung entsprechen die folgenden 
Kurvengleichungen: 

(6) ^ = Qo [cos/? (cos>lo • ^ + s^^ • W^ + * ^ß ' v] y 

(7) ^ = ßo [cos/8o(cosA • a + sin A • tfa) + a sin/8o • r(\ , 

(8) x^Q [cos/?o(cos^ • a + sinAo • rfä) + awiß^ • rß . 
Aus Gleichung (5 a) erhalt man 

a • öitj «= cosü^ • a + sinJlo • rfä • 
Folglich nimmt jetzt die Gleichung (6) die Form an: 

(9) x = a Qoi^ixxß • ^ + cos/8 • öTt}) . 

Das ist aber die Gleichung eines größten Kugelkreises 
durch den Endpunkt von aQ*r[^ also ein Meridian. 

Gleichung (7) stellt ebenfalls einen Kreis dar, dessen 
Radius aber a^ocos^o ^^* ^^i Mittelpunkt ist durch den 
Vektor ;i = aeo8in/8o-^ 

festgelegt Die zweite Kurve ist also ein Parallelkreis auf 
der KugeL Gleichung (1) stellt eine Gerade dar, die mit 
dem Badiusvektor zusammenfallt. 

Wir bilden jetzt aus den Gleichungen (6) bis (8) der 
Beihe nach 

(10) dx «» Q^ [— sin/}(cos^ • ä + sin^o • tfa) + acos/J 'fj^dß^ 

(11) dx « ßo l<>os/Jo(— sinA • ä + cosA • r[a\ dX , 

(12) dx » [cosj3o(co8il^ • ä + sin^o * ^) + asinjSo •^]*dQ 

*) Streng genommen kommt nur eine Halbehene und eine 
Halbkugel in Betracht. 
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und hieraus die Iliiiheitsvektoren auf den Tangenten^ des 
größten Kugelkreises, des Parallelkreises imd der zu einer 
Geraden degenerierten dritten Kurve: 

(13) dl = [— sm/?(cos>lo • ä + sin^ • ^) + acos^ • ^] s « > 

(14) ^2 = (~ sink • ä + cosA • rfa) : a , 

(15) öj = [cos/?o(cos^ • a + sin>lo • ifä) + a sin^^ *v]'*^ f 

denn die Bogenelemente dx sind nach (11)^ (12)^ (13) der 
Reihe nach ag^dß, aQQCosßQ*dX und adg. 

Nach diesen ausführlichen Vorbereitungen^ die selbst- 
verständlich für Leser^ welche mit der Parameterdarstellung 
eines Punktes im Baume vertraut sind, hätten entbehrt werden 
können, gehen wir zur Darstellung der Geschwindigkeit i; über. 

Aus der Gleichung (1) erhält man: 

dx ' dx ' 8x . 

oder _ - . _ . 

wenn man die drei Begleitvektoren mit hy l und f bezeichnet. 
Man überzeugt sich nun sofort^ daß 

h^=h*Oiy ? = Z • äa und f = r*o^ 

wird^ wenn man in den Gleichungen (13) bis (15) den In- 
dex wegläßt. 

Wir verlassen nun das spezielle Beispiel der räumlichen 
Polarkoordinaten und nehmen an^ ^ sei durch eine Gleichung 
von der Form _ 

gegeben. Jetzt wird 

• • • 

WO die Begleitvektoren durch 

^ ^ dx _ __ ÖÄJ _ dx 

^^Ml' ^^M^' ^^'d^ 

definiert sind. 

Im allgemeinen Falle werden die Vektoren nicht wie 

b, l und r aufeinander senkrecht stehen ^ sondern den be- 
weglichen Punkt als ein schiefwinkliges Achsenkreuz be- 
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gleiten^ dessen Bichtongen dnrch die Tangenten der Para- 
meterknrven, welche in nnserem speziellen Beispiel ein 
größter Kngelkreis^ ein Parallelkreis and der Badiosvektor 
waren ; vollständig bestimmt sind. Aach die Koordinaten- 
flachen^ die der Ebenci der Kugel und der Kegelflache 
unseres Beispiels entsprechen, müssen im allgemeinen Falle 
als beliebige Flachen auffaßt werden. 

69. Dto Lagrangesehm OMehungen in Raumkooidbiaten. 
Aus der Gleichung: 

folgt _ _ _ _ . _ . _ . 

und 



oder 

^= i[^ii^ + 2-Eia*i^a + 2 JFi,*>s + JS«^ 

+ 2JE7j3^a^s + JE?s8^a]. 

Die Be^ettmomente der Geschwindigkeit behalten die be- 
kannte Form 

offj • • • 

e, t? == P, = —^ » Eil • *1 + J^22 • *2 + -^«8 • ^8 > 

dE 

^t; = P8 = -T- = -Eii.^i + JSi3.^, +JE?88-^8. 

Ö*8 

Alle froheren Betrachtungen über die virtuellen Verschie- 
bungen und die hiervon abgeleiteten Begriffe lassen sich 
auf den FaU der unbeschrankten Bew^ung des Punktes 
im Baume ohne weiteres übertragen. Es wird also hier 
zunächst ganz allgemein 

und 

v«^ = Pi . a#i + Pg «d, + Pg a^g = -2-P- ** > 
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• 

Unterwerfen wir jetet die virtuellen Änderungen der P«r». 
meter den Bedingungen 

rfa#i — arf*i «= , df ai»j — arf*2 = , rfa#8 — idf#8 = , 

80 bilden die Lagen der ursprünglichen Bahnpunkte nach 
dem 80 definierten Yerruckungssystem eine virtuelle Bahn 
im Baum und man kann die Lagrangesche Zentralgleichung 
in der ursprünglichen Form (man vergleiche Nr. 62, Glei- 
chung (3)) anwenden: 

um die drei Begleitmomente der Beschleunigung zu be- 
stimmen« Eis ist nämlich 

dt^^^'^^ dx^^^^^ Jmd dx " ^ Jmd*' dx 

Folglich wird 
d-h. 



im.i-^2:'»*-^^.m+^p 



^ d IBE\ SE Q ^ d ldE\ 



dE 



^ d /eE\ es 
dx\d»J e&/ 

da die virtuellen Parameteranderungen d^i , d^^ , d^g trotz 
der Bedingungen dd^ — dd^ = voneinander unabhängige 
Werte annehmen können. Durch die letzten Gleichungen 
sind die Begleitmomente der Beschleunigung W definiert. 

Aufgabe 4ß. Man entwickle nach Nr. 68 für die dort 
eingeführten räumlichen Polarkoordinaten q, ß, X den Aus- 
druck für die kinetische Energie und leite daraus die 
expliziten Formeln für die drei entsprechenden B^leit- 
momente Q^, Qß und Qx ab. 
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70« Erweltanmg der UnettMlieii Energie. Die Benutrang 
von drei allgemeinen Parametern för die Lagenbeatimninng 
des Punktes im Baume ist streng genommen eine sehr 
kfinstliche und hat vom Standpunkt der Mechanik vor der 
Definitionsgleichung der Beschleunigung 

und den entsprechenden einfachen Komponentengleichungen 
rf*a?. d^QH^ d^x^ 

i^-^t' ■5^-«'- -5;?r-«'. 

nichts voraus. Dennoch kann die Kinematik gelegentlich von 
solchen allgemeinen Anschauungen Gebrauch machen, wie wir an 
einem vonLagrange*^) durchgeführten Beispiel zeigen wollen. 
Ein Punkt soll sich auf einer festen Kugemache vom 
Radius a beliebig bewegen. Sein Vektor in bezug auf den 
festen Mittelpunkt sei ^^ seine Geschwindigkeit v und 
die zugehörige kinetische Energie £ =s -^ v^ . Wir erweitem 
jetzt in der Vorstellung die BeweglicUkeit dieses Punktes^ 
indem wir annehmen, er könne aus der Kugelfläche in 
normaler Richtung heraustreten, wodurch sein Vektor in x^ 
übergeht. Dann ist 

wo der neueingeführte Parameter q die Eigenschaft hat, den 
Punkt für ^ » 1 in die feste Kugelfläche zurückzuführen. 
Es wird also für die erweiterte Bewegung 

und infolgedessen 

Nun ist mit alleiniger Berücksichtigung des Parameters q : 

dE' ^ . d IdE* 



, . d ldE'\ , .. 



und dE' 



*) M^can. analytique Bd. 2, pag. 167 (ed. Bertrand). 
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Folglich wird 



denn es ist 



Qe = a^A--2Q.E^xw, 



___ dscf 
also für @ = 1 

aWy='—2Ey 

wenn k;^ die Projektion der ganzen Beschleunigung w auf 
die nach außen gerichtete Flächennormale (Radius) bedeutet. 
Wir erhalten demnach für die spannende Beschleu- 
nigung den bekannten Wert 

Wt = — Wp = — . 

a 

Es ist also gelungen, die spannende Beschleunigung in 
diesem Beispiel dLh fer^chnung der zur erweiterten Ene^rgie 
gehörenden Lagrangeschen Beschleunigungskomponente Qq 
zu erhalten. 

71. Die konjugierten Begleitvektoren. Wir wollen uns 
um den im Baume beweglichen Punkt ehie Kugelflache be- 
schrieben denken, welche von den drei Begleitvektoren 
durchstochen wird. Diese Punkte bilden dann ein sphäri- 
sches Dreieck. Schon die elementare Trigonometrie weist 
darauf hin, zu diesem Ghrunddreieck das sogenannte Polar- 
dreieck zu konstruieren, um die notwendigen metrischen 
Beziehungen zwischen den Seiten und Winkehi zu gewinnen. 
Dieses Polardreieck geht aus dem ursprünglichen hervor, 
indem man auf den Seitenflächen des zugehörigen Dreikants 
Senkrechte im Mittelpunkt der Kugelfläche errichtet und 
die Durchstichpunkte als Ecken wählt Das ganz Analoge 
soll nun für die B^leitvektoren 

. ^ dx _ dx _ dx 

^■~ö^' ^^ö^' ^^e»^ 

kurz ausgeführt werden. 

Stett der Tablen tj^^, ^^, #3 wollen wir drei Strecken 
^y ^9 <h ^ Koordinaten nehmen, so daß die zugehö- 
rigen Begleitvektoren (e^ , e^ , e^) jetzt Zahlen werden. Wir 
setzen also 



71. D) Die Lagrangesohen Gleichungen U8w. Hl 

und konstruieren aus It, 1%, 1^ ^^ ^^^^ Vektoren nach 
den Oleichungen 

(1) «r^=^i> «s «1 ■= ^a I «1 «2 = ^s • 

Diese entsprechen durchaus der Vorstellung des Polar- 
dreiecks in der sphärischen Trigonometrie. Wir wollen sie 
im Anschluß an die Bezeichnung Somoffs*) die ^^kon- 
jugierten Begleitvektoren^ nennen. 

Aus den Gleichungen (1) folgt nun unmittelbar 

wenn wir mit A den Rauminhalt des Parallelepipeds aus 
den Sjmten li^l^y^ bezeichnen. 

Der Vektor der Beschleunigung w läßt sich jedenfalls 
durch eine Oleidiung von der Form 

f^ =- r^ .^1 + r, • ^, + r, . % 

ausdrücken, wenn r^, r,, r, vorläufig unbestimmte Koeffi- 
zienten von der zweiten Dimension sind. 

Diese Bestinmmng ist aber außerordentiioh einfach. 
Denn man hat sofort die Beziehungen: 

\w^gti^r^^A, e,fr — ft=r,-J, i^w^q^ = r^*A. 

Folglich wird 

^ • «^ = ffl • ^1 + & • ^J + & • ^8 • 

Bezeichnen wir also die Absolutwerte der konjugierten Begleit- 
vektoren ^1 9 ^9 ) ^8 ^ ^^' üblichen Weise mit i^^ , ri^^ tj^, 
so werden die Komponenten von W nach den Richtungen 
dieser neuen Begleitvektoren die folgenden sein: 

Aus diesen Beiraditungen ergibt sich auch mit Leichtigkeit 
die Komponente der Beschleunigung tö nach einer beliebigen 
Richtung im Raum. 



*) yyKinematik'^, deutsch von Ziwet, Kapitel 8. 
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72. Gebundene Systeme. Bisher haben wir ausschließlioh 
den einzelnen Punkt als bewegliches Objekt betrachtet. 
Er trat also im Oesichtskreis der Kinematik zu anderen 
Punkten des Baumes in keine direkte Beziehung. Auf 
diesem Wege ist aber eine hinreichende Annäherung an die 
aktuelle Welt der Bewegungsprozesse nicht zu erreichen« 
Alle unsere bisherigen Betrachtungen sind daher nur die 
erste Stufe der Kinematik, welche als solche freilich nicht 
unterschätzt werden darf, wie man schon aus der früh aus- 
gebildeten Theorie der Planetenbewegung erkennt Vom 
Standpunkt der Kinematik ist die Auffassung eiaes Kom- 
plexes verschiedener Punkte, von denen jeder einzelne völlig 
ireie Beweglichkeit im Räume hat, keine wesentlich neue 
B^rif&bildung, wenn sie auch zu einer Auffassung von 
Systemen führt, die in der Physik und Astronomie eine 
große Bolle gespielt hat und heute noch nicht veraltet er- 
scheint. Die ganze strenge Atomistik des Altertums und 
ihre mannigfadien Neugestaltungen in dem Bahmen der 
modernen Naturwissenschaften beruhen auf der Untersuchung 
solcher freien Punktsysteme, auf die wir daher auch in 
der Dynamik zurückkommen müssen. 

Im Gegensatz zu diesen freien Systemen diskreter 
Punkte stehen die gebundenen. Diese sind stets mathe- 
matische Fiktionen, die aber häufig schon so weit ausgebaut 
werden können, daß eine angenäherte Formulierung ver- 
wickelter Bewegimgsprozesse der Wirklichkeit möglich wird. 
Der menschliche Gleist schafft sich also in diesem Vor- 
gehen elementare Modelle besonderer Bewegungsformen^ 
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welche wir in der Natur beobachten. Der Zuflammenhang 
der einiehien Punkte eines gebundenen Sjstems ist im all- 
gemonen derart aufsuf assen^ daS die Beweglichkeit eines 
Punktes durch die Bewegung anderer Punkte des Sjstons 
irgendwie beschrankt ist. Sehr ein&che Beispiele solcher 
Systeme zeigen uns die Atwoodsche Fallmaschine und das 
zusammengesetzte Pendel (Fig. 44). Im ersten Falle (Fig. 43) 
ist die Bewegung des Punktes B völlig bestimmt, wenn 
dieienige von A sieben ist, wenn die biegsame über eine 
Bolle ktufende Scnnur von unveränderlicher LSnge und stets 




aÜ 



ÜB 



Fig,4B. 




Fig. 44. 



parallel gespannt vorausgesetzt wird. Ein ganz analoger 
Zusammenhang besteht auch ffir die Punkte A imd B 
(Fig. 44) des Doppel-Pendels OAB, dessen Olieder um die 
Punkte und A in seiner Ebene schwingen können. Durch 
die Ausschlagwinkel ^ und tp ist die Lage des Systems 
völlig bestimmt. 

Alle gebundenen Systeme, bei denen ein einziger ver- 
änderlicher Parameter (Systemkoordinate) ausreicht, um die 
Lage jedes einzelnen l^unktes festzul^en, nennt man 
zwangliufig. 

Betrachten wir (Fig. 45) das Schema eines Zentriful- 
regulators mit Punkt A (Schwungkugel) und dem Punkt D 
(Hülse); indem wir alles andere als geometrische Kon£^- 
ration ansehen, so ist zwar die Bewegung von D durch die- 
jenige von A in gewissem Orade besdiränkt, aber die Lage 
beider Punkte ist erst durch die Angabe von zwei un- 

Heun, EinematUc. 8 
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abhängigen Parametern bestimmt. Die vollständige Fest- 
legung kann hier gesohehen durch den Ausschlagwinkel t^ 
der Lonie CA und das Azimut der Pendelebene ^ d. h. den 
Winkel tp, welchen sie mit der festen Ebene EOX ein- 
schließt Dieses gebundene System hat also zwei Grade 
der Bewegungsfreiheit. 




Kg. 45. 



78. EtafQhnmg des MassenbegrUb» Schon die Vorstel- 
lung der Atwood sehen Failmaschine als eines Systems von 
zwei diskreten Punkten ist selbst als Fiktion unvollständige 
wenn man nicht der Frage näher tritt, ob diese beiden 
Punkte als geometrische Gebilde durchaus gleichwertig sein 
sollen^ oder ob man ihnen nicht etwas beiordnen müsse, 
wodurch sie sich für die mechanische Auffassung vonein- 
ander unterscheiden. Galilei ging auf diese Frage noch 
nicht naher ein, aber bereits Huyghens war bei seinen 
Untersuchungen über die Schwingungsdauer des physi- 
schen Pendels gezwungen, den einzelnen Punkten desselben 
verschiedene Gewichte beizulegen und sie dadurch als 
materielle Punkte von den geometrischen zu trennen« 
Aus diesem Pondus-Begriff, der als dynamische Vorstellung 
damals vollständig geläufig war^ entwickelte sich dann all- 
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mihlich der abstraktere Begriff der Masse, wie wir ihn 
bei Newton vorfinden. 

In der Kinematik ist es weder notwendig noch zweck- 
dienlich, auf eine Definition des Massenbegrim einzugehen. 
Dies überlaßt man besser der Dynamik. Es ist vollständig 
hinreichend, sich auf den Standpunkt Kirchhoffs*) zu 
stelleD, der in der Masse, welche einem Punkte beizulegen 
ist, nichts weiteres sieht, als einen Zahlfaktor des Ge- 
schwindigkeits- oder Beschleunigungsvektors, der die Be- 
schreibung der Bewegungserscheinungen auf bequeme Weise 
gestattet Jedenfalls ist diese Auffiassung eine sehr nüch- 
terne und zugleich dem geschichtUchen Entwicklungsgange 
der Mechanik nicht widersprechende. Die Feststellimg einer 
Masseneinheit und die Methoden, verschiedene Massen zu 
vergleichen, kann man der Physik überlassen. Diese hat 
auch zweifellos das Recht, den Newton sehen Massenb^riff 
gegebenenfalls in irgend einer Weise zu erweitem. Wir 
betrachten also von jetzt ab, statt der Vektoren v und W, 
die Produkte jli'V und jn^w, worin die positive konstante 
2iahl )Ei die Masse des bewegten Punktes ausdrücken solL 
Schell*^) bezeichnet die Größe jui'W einfach als Massen- 
beschleunigung. Wir bezeichnen analog ^u • t; als Massen- 
geschwindigkeit, doch gestatten wir uns häufig, nament- 
Uch bei der Entwicklung der kinematischen Systembegriffe, 
die Masse gar nicht besonders zu erwähnen. 

A) ZwiuiglSiiflge Mechanismen mit gesonderten Massen- 

pnnkten« 

74. Atwoods Masehlne. Man kann hier (Fig. 43) die 
von den Berührungspunkten mit der Bolle gerechneten 
Fadenstücke DA »= Xi und EB = o:, als Eoor^aten der 
beiden Massenpunkte A und B annehmen. DA + EB =21 
ist dann eine unveränderliche Lange. Es wird also 

und daher 

dx^ . dx^ ^ j d^x^ , d^x^ ^ 
^ + ^=0 und J + ^ = 0. 



*) Vorlesungen über mathematische Physik. Mechanik § 3. 
**) Theorie der Bewegung und der KrAfte. Bd. 2, Kapitel 1. 

8* 
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Infolge des angesehenen Systemzuaaininenhanges laßt aioh 
sowohl die Geschwindigkeit als auch die ^sohlennignng 
jedes einseinen Punktes duroh einen Parameter ausdrfidcen. 
Wir brauchen nur l — x^^x zu setaen, so wird x^^l'\- x, 
sowie 

dxi dx dx2 dx ^*^ _ d^x d^x^ d^x 

dt""~"d7' 'dt'^'di' 'di^ di^ ' 'di^'^di^' 

Eine virtuelle Yerrückung des Systems ist vollständig be- 
stimmt; w^on man die virtuelle Änderung der Koordinate Xf 
also dx festlegt Denn es wird ÖXi »= —dx und öx^ — 6x. 
Die Gleichung des Zusammenhanges 2^ + ^ *" 2 1 ist hier- 
bei selbstverständlich gewahrt 
Aus den 



d^Xi , d^Xi 
(H-^ imd ^-^ 

bilden wir die virtuellen Arbeiten 

was mit der Definition in Nr. 57 vollständig im Einklang 
ist, da zwischen den Beschleunigungen und den zugehoriMn 
virtuellen Verschiebungen keine Bichtüngsuntersdiiede be- 
stehen. 

Die Summe 

ist nun jedenfalls eine Große^ welche sich auf das ganze 
System bezieht. Sie laßt sich sofort in die folgende Fonn 
bringen: 

d^x d^ X d^x 

Wir deuten nun die rechte Seite dieser Gleichung 
ebenfalls als die virtuelle Arbeit einer Massenbeschleu- 
i^gung, indem wir annehmen^ sie beziehe sich auf einen 
Punkt von der Masse fh + i^f der sich mit der Be- 

BchleiBugang gen.dliing bewegt 
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Der Übefgani; von den vittueUen Aibeiten za dm 
Leistungen der in Betracht kommenden Besdilemugungen 
ergibt: 

oder 

Setsen wir also 



i^^h^-m--' 



so ist E eine SystemgrSße^ welche als Yerallgemeinerang 
der Elementargroße ^v^, die wir froher als kinetische 
Energie eines eiiuselnen Punktes bezeichnet hatten, in unsere 
Betrachtung eintritt E läßt sich also einfach als die kine- 
tische Energie des binaren Massensystems bezeichnen und 
es besteht die Beziehung 

dE , .d^x dx 

Die Leistung des Ersatzpunktes von der Masse /h'^fh 
und der Beschleunigung ^-j ist gleidi der auf die Zeit- 
einheit bezogenen Änderung der kinetischen Energie (E) 
des Systems. 

Man nennt nun im vorliegenden Falle die Qröße 

d^x 
ißh'^ /h)'j-T ^^^ Beschleunigung des Systems und ist 

dunt «.d? dnrch die folgende Überlegung berechtig Ver- 
schwindet dieselbe nanuK^h, so wird nach den bisherigen 
Definitionen 

^ « , also E = Eo , 

wenn Eq den Wert von E für r » bedeutet. 

Die kinetische Energie des Systems bleibt also im 
Falle des Yerschwindens der Systembeschleunigung un- 
verändert Sie bleibt daher auch dauernd gleich Null, 
wenn sie anfangs gleich Null war. In diesem Falle wird 
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also, wenn wir die Gteschwindigkeiten der einzelnen System- 
punkte mit Vi und t^ bezeichnen: 

Diese Große kann aber — bei der Annahme ledig|Iich posi- 
tiver Massen — nur verschwinden, wenn 

t?! — und v, = 

ist. Das System muß also im Falle des Yerschwindens der als 

Systembeschleunigung definierten Große (jh + fh)'j^ 

in Ruhe bleiben, wenn es anfangs in Ruhe war. 
Betrachtet man die Große 

«-TW*)'+'^(t)*]-*<- + '^)** 

als die kinetische Eneigie eines einzelnen Punktes, so mid 

dE , , .. d (dE\ , , .ä?x dE 

und man eibält 

also genau die durch Addition der Arbeitsprodukte gewonnene 
Systembeschleunigung für die Atwoodsche Masciune. 

76. Zwangläuflge Meehanlsmen von allgemeiner Kon- 
stttaflon. Aus der Definition der zwanglaufigen Systeme 
folgt unmittelbar, daß bei ihnen die Bahnen aUer einzehien 
Massenpunkte von vornherein bekannt sind. Wir kennen 
also für jeden Punkt eine Beziehung in der Parameterform 
(cf. Nr, 90): 

woraus dann die Geschwindigkeiten der verschiedenen Punkte 
des Systems 



= 



äx^ dx^ ^ dx^ dx^ i^ 



folgen. 
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Als die kinetische Energie des ganzen Systems 
betrachten wir den Sonunenausdruck 

-iWS)'+-(S)*--]-(^)*. 

oder in abgekürzter Schreibweise 

E-,S..-,S.(i)*.(-)'. 

Ganz analog wie im vorangehenden speziellen Beispiel bilden 
wir aoch hier die Summe der virtuellen Arbeiten der ele- 
mentaren Massenbeschleunigungen und erhalten 

Man hat daher allgemein bei Systemen von einem 
Freiheitsgrad den Ausdruck 

dx 

als Systembeschleunigung*) zu bezeichnen. 

Zwischen der so erhaltenen System^ße und der £le- 
mentargroße fiW besteht ein prinzipieller Unterschied, welchen 
der L^r stets im Auge behalten moB. Die elementare 
Massenbeschleunigung /iiw ist nämlich von der Wahl der 
Koordinate ^, welche zur Festlegung der einzelnen Punkte 
des Medianismns dient, ganzKch unabhängig. Das trifft 
aber in bezug auf die oben definierte Systemgröße Q keines- 
wegs zu. Sie ist vielmehr von dieser Wahl direkt abhängig. 
Man sollte daher^ um etwaige Mißverständnisse zu ver- 
meiden, die durch mangelhafte Beachtung der Voraussetzungen 
entstehen können, Q die Systembeschleunignng in bezug auf 
die Koordinate # nennen. Wir drucken dies auch später 
meistens durch die Bezeichnung Q^ aus. Solche Vorsichts- 
maßregeln in der Kinematik der gebundenen Systeme werden 
natürlich überflfissi^, sobald eine genugende Vertrautheit 
mit den Lagrange scmen Methoden durch mannigfache Übung 
erlangt ist 

*) Die ausführliche Bezeichnung wäre: Moment der Be- 
Bchleonigung in bezug auf das System. 
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Wir wollen nun die elementaren B^leitvektoren 

dx ^_ 

einführen und unsere früheren Bezeichnungen für die Ele- 
mentarbegriffe festhalten. Dann wird die Sjstemgroße: 



Q = 5/i«c?e = 5/*ö==5/i 



«5 r_d/d^\ ÄE 



wenn Q und E sich auf die einzelnen Punkte des gebun- 
denen Systems begehen. 
Nun ist aber offenbar 

Folglich wird die Systembeschleunigung nach Yertauschung 
der Sununation mit den Differentialquotienten: 

^^/öE\ öE 



d^ 



Die Lagrangesche Gleichung gibt also ohne weiteres die 
SystembescUeunigung mit BücKsicht auf die gewählte Ko- 
ordinate^ wenn man die kinetische Energie des ganzen Me- 
chanismus benutzt 

um den Gbng der Bechnung im konkreten Falle zu 
zeigen, müssen wir noch einige Beispiele zwanglaufiger 
Mechanismen vorführen. 

78. Das zusammengesetzte starre Pendel. Auf einem 
massenlosen Stabe^ welcher um den festen Punkt schwingt, 
seien zwei Punkte X^, X^ mit den Massen p^ und ^ be- 
fest^. Bezeichnen wir ihre Abstände von mit a^ und a^ , 
so sind die Geschwindigkeiten 

d» d» 

also die kinetische Energie des Systems: 

Der hier auftretende Faktor 

wird das Trägheitsmoment des Systems in bezug auf 
den Drehpunkt genannt. 



77. 
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Beim msammmgesebslen Pmuki ist die tineüacke 
Energie des Sjfstems gfeich dem halben Produkt aus 
dem Trägheitsmament in das Quadrat der Winkel- 
geschunndigkeit. 

Es wird jetet die System- '^' 

besohleonigang in beieag auf 
die Koordinate # < 



Q^« 



dt d* d# 







also gleich dem Produkt aus 
dem Trägheitsmoment in 
die Winkelbeschleunigung. . 

Man sieht sofort» daß der "^s 
Punkt, im Abstände e mit r^/' 
der Masse fi^ + ß^ belastet, Fig. 4«. 

dieselbe Beschleunigung haben 
wfirde, wie das ganze System, wenn die Bedehusg 

bestehen wärde. Die so definierte Strecke e wird der 
,Trägheitsradius^ des Systems genannt 

77. Der Kurbelmechanismus. Um den festen Punkt 
(Fig. 47) rotiert die Strecke OB = r (Eurbelarm), wahrend 
der Endpunkt von BL = l (Lenkstange) gezwungen ist, auf 




— ^ 



der Geraden OÄ zu gleiten. Als Koordinate wählen wir 
den Kurbelerhebungswinkel BOL «= #• Nur in B (Kurbel- 
zapfen) und L (Kreuzkopfzapfen) seien Massen vom Betrage 
/i^ und /i2 konzentriert Wir bezeichnen die gerichtete 
Strecke OB mit x^ und OL mit ^> 
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Da der Knrbelzapfen B eine Kreisbahn beschreibt^ so ist 

(i) ^ ==rco8d + Frsin#. 

Hier bedeutet e einen Einheitsvektor senkrecht auf der Elbene 
des Knrbehnechanismus und r die Strecke OB von der Lange r • 
Die Lange von OL ist nach Fig. 47 offenbar roos'O' + {cosiy. 
Demnach wird 

(2) ^ = r(cosdH — COS17J . 

In dem Dreieck OJRL ist aber 

(3) rsini> = Zsiniy . 
Demnach wird auch 

(4) ^ = ,!>Ei(^M), 

wie man auch durch unmittelbare Anwendung des Sinus- 
Satzes hatte finden können. 

Ans den Gleichungen (1) und (2) erhält man die Gre- 
schwindigkeiten 

(5) ^^[-fsm& + ercos»]-^~ex,.-^ 



and 



dtj 



d& 



In der letzten Formel tritt außer dem Hilfswinkel 17 noch 
der Differentialquotient -— auf. Sein Wert folgt aus der 

Konnezgleichung (3), nämlich 

d^ r costf ^ ^ 
^ ^ d* "" i COS17 tgi> * 

Fährt man diese Größe in Gleichung (6) ein^ so ergibt sich: 

dx^ ^ sin(» + iy) (i* 

dx coQtj dx 

Jetzt kann man die kinetische Energie des Systems aufstellen 
und erhält 
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emen Ansdraok^ in welchem der Hil&winkel tj noch nicht 
eliminiert ist. Da aber tj nach Gleichung (3) ffir jeden 
Wert von # bekannt ist nnd sehr bequem berechnet werden 
kann^ wenn es sich um numerische Ausführungen handelt^ 
so wird man tj zuweilen mit Vorteil beibehalten. 

Mit Sncksicht auf die Gleichung (7) in Nr. 65 wollen 
wir nun die sich auf das System beziehende Funktion 

setzen und demnach die kinetische Energie in der Form 

(11) E = iF.#« 

schreiben. 

Jetzt erhalt die Systembeschleunigung die Form: 

In diesem Ausdrucke ist alles bekannt, sobald noch die 

Winkelgeschwindigkeit des Kurbelarmes -j— als Funktion 

der Zeit r oder auch des Kurbelwinkels i9 gegeben ist 

Aufgäbe 47. Mit den Zahlangaben r=l, {=3, jEi^ = 5, 
/lg = 2 berechne man ffir * = OS 15^ 30<> usw. den Ver- 
lauf der Funktion F aus den Gleichungen (10) nnd (3). Die 
erhaltenen Werte sind auf den entsprechenden Richtungen 
des Kuibelamies von dem Punkte aus (Fig. 47) aufzutragen. 
Auf diese Weise gewinnt man ein Polardiagramm ffir F, weldies 
den verschiedenen Stellungen des Kurbelarmes entspricht. 
78. ünbeseUeonlgte Bewegung des Kurbelmeehanbmns. 
Da die Annahme 

Q = 

unmer die Beziehung 

ar 

nach sich zieht^ so erfolgen alle bisher betrachteten un- 
beschleunigten Bewegungen von Mechanismen mit unver- 
inderlicher kinetischer Energie. 

Bei Atwoods Maschine, welche ein sehr ein&ches Bei- 
spiel darstellt, ist 
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dx 



Die Energie kann also nur konstant bleibeui wenn -^ un- 

verSnderlioh ist Jeder Massenpunkt des Systems bewegt sich 
demnaoh beim V erschwindm der Systembeschleunigung Q mit 
gleiohfönniger Greschwindigkeit weiter. Weniger ein&oh ist 
die entsprechende Bewegungsform beim Eurbelmeohanismus. 
Setzen wir hier Q^rQ, also nach Gleichung (11) 

wo Eo der Wert von E für i^ = sein mdge^ so folgt für 

d'9 
die Winkelgeschwindigkeit -j- des Kurbelarmes die Beziehung 

wo der Index den betreffenden Wert für ^ ~ anzeigt. 
Es wird aber nach Gleichung (10) 



und daher: 



fo==r^'fH 




fh 



+ f*% 



cos^iy 






Die beschleunigungsfreie Bewegung ist hier — in gewissem 
Sinne — eine unregelmäßige^ deren Verlauf durch die geo- 
metrische Gestalt des Sjrstems (r, l) 
und die Massenverteilung be- 
stimmt ist. 

Aufgabe 4S. Eine geometrische 
Strecke von der Länge AB = l 
(Fig. 48) trägt in gleichen Ab- 
ständen voneinander und von den 
Enden die Massen /i^ in X^ und 
fx^ in X^ und gleitet längs zwei 
aufeinander senkrechten Achsen. 
Es sollen die kinetische Ener^e 
und die Systembeschleunigung mit 
Benutzung des Winkels # als 
Koordinate aufgestellt werden. 
Nach welchem Gesetze erfolgt die beschleunigungsfreie Be- 
wegung des Systems? 




Fig.4& 
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B) Punktrerbindiuigeii mit zwei Freilieitsgradeii. 

99. Die Komponenteii der Systembesebleiinlgiing. Bei zwei 
Freiheitsgraden der Beweglichkeit ist die Lage des Systems 
durdi zwei Koordinaten (Parameter) ^^ ^"^^ ^s vollständig 
bestimmt Dementsprechend kann die Summe der virtuellen 
Arbeiten der einzelnen Massenbeschleunigungen in die Form 
gebracht werden 

(1) SfAwix = ^ . a^i + Qj, . a*, . 

Man bezeidmet nun die durch diese Gleichung definierten 
Systen^irSfien ^ und Qj^ als die Komponenten der 
Systembeschleunigung nach den Koordinaten i^^ und #,. 
Dmcch Einfahrung der kinetischen Energie des Systems 



wird 



(2) 



^^^(^)"^ "°^ 






^^J^/ÖE\ ÖE 



ö- 



dx\d»J S^t 



Die SystonbeschleuniCTng existiert also jetzt lediglich in 
ihren Komponenten, von einer Zusammensetzung der letz- 
teren zu einer einheitlichen Systemgröße kann bei dieser 
Betrachtung keine Bede sein. 

Aus der Gleichung (1) folgt sofort 

Das Verschwinden der beiden Komponenten der System- 

beschleunigung fuhrt auch hier wieder zu einem von der 

Zeit unabhängigen Werte der kinetischen Energie. Die 
Differentialgleichungen 

bestimmen die beschleunigungsfreie Bewegung, soweit dies 

ohne Angabe der Anfangswerte von tf^, i?,, -=-^ und -j^ 
mögUch ist, aber die Gleichung ^^ ^^ 
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80. 



reicht allein nicht mehr zur Bestimmung dieser Bewegung 
aus, wie es bei den zwangsläufigen Mechanismen der Fall 
war. Sie ist ein erstes Integral der Differentialgleichungen 
gi = und Qa = 0. 

80. Das ebene DoppelpendeL Bei der Betrachtung der 
Lautebewegung einer Glocke sind zwei pendelnde Körper 
miteinander verbunden. Hier wollen wir nur das einfachste 
ebene System dieser Art behandeln, welches entsteht, wenn 
ein mathematisches Pendel X^X^ (Fig. 49) direkt an dem 
Massenpunkt J^ des Pendels OX^ angeknüpft wird. Wir 

haben dann, was die Be- 
O ^wegungsform betrifft, das- 
selbe Bild, welches schon 
die Astronomen des Alter- 
tums zur Erklärung des 
Planetenlaufs benutzten, näm- 
lich die epizyklische Be- 
wegung. X2 mit der Masse /i, 
bewegt sich kreisförmig um 
einen Punkt X^ mit der 
Masse ju^ , der selbst in einem 
Ejreise geführt wird. Man hat 
jetzt mit Benutzung eines 
auf der Pendelebene senk- 
recht stehenden Einheitsvek- 
tors If nach den Bezeichnungen der Figur die Bahngleichungen: 

^ = % cosiJjL + ^"öi sin^j^ , 

«2 — ^1 = Ö2 cosi^2 + W^ sin^j . 

Also sind die Vektoren der in Betracht kommenden Gre- 
schwindigkeiten : 




(^) 



i^^X 



Fig. 49. 



Vi 



dt 



==^^- 



dr 



. dx^ 
ffieraus eibalt man 



d^i 



d^t 



-V'k-ät + V(^-'^)'-di 
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Nun ist aber nach der Vertauschnngsfonnel 

oder nach Anwendung der Entwicklangsformel: 

rjfXi i]{x^ — iCi) — X2 — X1* x^^o^a^ cos(i^2 ■" *i) • 
Daher wird 

t;5 = a?.i>J + 2aia2 cos(i>2 — *i)i>i 4 + ö^- *2 • 
Jetzt ist die kinetische Energie des ganzen Systems bekannt: 

In diesem Ausdrucke woUen wir noch 

#1 = i> und *2 — *i = v^ 
setzen. Er nimmt dann die Form an: 

I E==i[</iia? + iU2(«i + 2aiajCosv; + ai)>i?« 

l +2^02(02 + aiC0sv)i^V' + A*2«2V'^] • 
Wie man sieht^ wird durch diese Transformation durchaus keine 
Vereinfachung erreicht. Dennoch wird die letzte Form der kine- 
tischen Energie benutzt, wenn die relative Bewegung des zweiten 
Pendels in bezug auf das erste ausgedrückt werden soll. 

Wir benutzen jetzt zur expliziten Darstellung der Be- 
schleunigungskomponenten den Ausdruck (a) und erhalten 
der Reihe nach 

de 

öE 
ÖJ- = /^ % ^ sm(i>a — i?i) • i>i *, , 

öE 

_. = — ^ a^ Ojj sm(i>jj — *i) . ^^ #j . 

-57 = 0*1 + /^)«i "d^r + /*2 «1 «2 <^ö8(*2 - *i)-5^ 

^iPj 2^^*2 . ,a A\^'*l 

— A«2 »1 «2 Sin(*g — *i)*i(*j — *i) • 
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Die Einsetzang dieser Werte in die Lagrange sehen Olei- 

'^ "■ dt d&i' ^^ dt 6*, 

ergibt nun ohne weiteres die BesohleanigangskiBinpo- 
nenten") in der Form 



- /ig Ol o, 8in(*j - *i) ^-^j , 






/M, % o, 8in(^, — *i) (-^j . 



+ 
Bei der epizyklischen Bewegung im Sinne der Alten 

wobei diese Winkelgeschwindigkeiten 0)1,0)2 als konstant 
angesehen werden. 

Die Beschleunigongskomponenten sind dann 

Qj = — /iOi Ojj sin(*2 — *i) • 0)2 

™^ ^ = +/iaia2sin(*2~*i).co?, 

so daß jetrt alles bekannt ist Denn aus den Yoraos- 
setzungen folgt 

*2 — *1 = (0>2 — Ö>l)^ + « > 

wenn e eine Konstante ist. 

*) Wenn auch die vorliegende Entwicklung vom Standpunkte 
der Kinematik vollst&ndig durchsichtig und in sich abgeschlossen 
erseheint, so möge doch für den Studierenden der Mechanik, be- 
merkt werden, daß in der Dynamik die Komponenten ^ und Q, 
ihrer Gröfie nach bekannt sind, sobald man die Kräfte kennt, 
welche die in Betracht gezogene Bewegung hervorbringen. Nennen 
wir diese dynamischen Kom^nenten K^ und K,, dann folgt durch 
Integration der Differentialgleichungen 

«1 = Kl und Q, = K, 

mit Berücksichtigung des Bewegungszustandes für t = der voll- 
ständige Verlauf des Bewegungsvorganges. 



81. 
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^ und Qji sind also in diesem einfachen Falle perio- 
dische Funktionen der Zeit^ die nach Ablauf des Intervalles 

wieder zu ihrem früheren Werte zurfickkehren. 

81. Der Zentritogalregalator. Wir woUen mit Rficksioht 
auf spatere Anwendungen die Annahme machen, der Auf- 
hSngepunkt E (Fig. 50) des Stabes EX^y welcher in seinem 
Endpunkte X^ die Masse /i^ (Pendelkugel) traet^ sei nicht 
in dem Achsenpunkte 0, sondern habe von diesem eiuen 




Fig.6a 

horizontalen Abstand OE = e. Im Punkte Ä des Pendel- 
stabes EXi sei die Stange ÄX^ = e gelenkig eingefügt, die 
an ihrem Ende die Masse /ii^ (Muffe) trägt, welche sich 
längs der Yertikalachse (3) verschieben kann. Das Azimut 
der Pendelebene OEAX^ gegen die Richtung (1) sei %p 
und der Ausschlagwinkel der Pendelstange EX^ gegen die 
Yertikalachse (3) sei #• Die Angaben — mit Einschluß 
der Langen a und b — genügen, um die rechtwinkligen 
Koordinaten von X^, Z, für jede Lage des Pendels aus- 
zudrücken. Wir wollen zunädist den Punkt X^ ins Auge 
&8sen. Für ihn wird: 



Heun, Kinematik. 



[c + (a + 6) sin#] co&tp , 
[e + {a + 6) sini>] sin v i 
(a + 6)cos# . 
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8L 



SetEten wir noch a + b'^l, so werden die rechtwinkligen 
Komponenten der Gresch windigkeit der Masse /i^: 

dar 

-~1 r= — (c + Zsini9)8inv'«v' + ico8*cosy •i? , 
~~^ = (c+Z8in#)co8v V' + lcos'9siny}»& , 



dx 



= — Zsintf»^ • 



Hieraus ergibt sich 



(1) 




Fig. 51. 



Der Massenpunkt X^ hat 
nur eine von Null ver- 
schiedene reditwinklige 
Koordinate OX^y welche 
wir mit s bezeichnen 
wollen. Dann ist offenbar: 

(2) 5 = a*cos* + C'008J7. 

Ffir den Hil£swinkel 17 er- 
^bt sich nach Fig. 51 die 
Konnexgleichung : 



(3) 
woraus 



c • siniy — a • siniS = e , 

e + awid' 
smiy = , 



also auch 1; jederzeit bestimmt werden kann. Ebenso folgt 
daraus 

, dfi ^a cosi? 

Aus der Gleichung (2) gewinnt man nun die Muffen- 
geschwindigkeit 

— «s — [a sm^ + CBmtj * ifl-j-- 



81. B) Punktverbindungen mU zwei Freiheitsgraden. 
und die entsprechende Energie 
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Et = \[aän& + eantj-tß* •»* = ia'^^^^^^ .'»' . 



Die Enei^e des Sjstems wird also: 



fiiP+ft^a 



008*»; 



(4) E=i/h(e+?sin*)«.v» + -2^ 

woraus sidi dann die Besohleunigongskomponenten Q,, and ^ 
nach den Lagrangeschen Gleichungen 



** dr\3Ä) 



ergeben. Die Dnrohföhrung der Bechnung wird im all- 
gemeinen Falle recht mühsam. Ein Blick auf die Glei- 
chung (3) zeigt aber, daß für e °= und c — a eine große 
Verein&chung eintritt, indem jetzt tj •'•^ vrird. 

Die Energie des Systems ist in diesem besonderen Falle: 

E = iyi«i Z'sin«*. v>» + ^{/ii P + 4jM,a»sin«d). ^« . 

Man ethSlt also zur Bestimmung von Qy und Q# der Reihe nach : 

|l- = /«ii«8in«*.v', ||- = 0uii» + 4;4,a»8in»*).^, 

Folglich wird 

(5) • «* = 0ii?» + 4/i,a«8in«d)-^ + 2/i,a»sin2^.(|^)* 

Diese Ausdrücke wollen wir im folgenden — mit Bucksicfat 
auf die Anwendungen in der technischen Mechanik — noch 
weiter spezialisieren. 

9* 
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82. Ktelne Sehwingmigeii eines Zentrltugalregolaton. Wir 

fassen zunächst einen Bewegungszustand ins Auge, welcher 

durch die Annahme v' » co und ^ » bestimmt ist. co soll 
eine konstante Oroße sein. Die Beschleunigungskomponenten 
sind dann nach den Gleichungen (5) in Nt. 81 : 

Qy = und Q^=^—^iui^Psm2öc-a)^, 

wenn (x den jetzt unveränder- 
lichen Pendelausschlag be- 
deutet Die Bewegung des 
Punktes X^ erfolgt in einem 
festen Kreis vom Radius 
Isin^, während X^ in Buhe 
bleibt. Schreiben wir nun Q^ 
in der Form 

Q^ = — /ii»ZcosÄ «Zsin^ •a>* 

und die virtuelle Arbeit der 
Beschleunigung 

Q^d'& = —/ii loQ&(K • d(X • Ibukx • co* 
= —/ii Zsinöt • a>* • d(ZsinÄ) , 

so ist 6(1 sin (x) der virtuelle Weg XiXi des Punktes Xi 
in der Richtung des Radius. Der Faktor —iu^lsinx»(o^ 
ist also die Zentrifugalbeschleunigung (ßxW^) des 
Punktes X^ in seiner Kreisbahn. 

Wir betrachten jetzt einen Bew^ungszustand des Zentri- 
f ugalpendelsy der von dem eben geschilderten nur sehr wenig 
abweicht, indem wir 

^ = Q> -f (J und # = « + 9^ 

setzen. Die veränderlichen Großen a und <p mögen stets 
so klein bleiben, daß man ihre Quadrate und ihre Produkte 
gegen ihre Werte in der ersten Potenz vernachlässigen kann. 
Es wird also in den Gleichungen (5) von Nr. 81 : 




w;2 



a)* + 2G>«a, y)^ = (0»<jf) 



und 

sin^ = sin^ -|- <p • cos« , cos^ » cos« — (p • sin« . 

8in>^=: sin'« + 97«sinä«, 8in2ii>==sin2« + 29?-co82«. 
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Mit diesen genäherten Aasdrücken erhalt man 

und 

— /iiZ*sin2a-co--^ •J-/*i?*8in2a-co*, 

wenn man anch die Glieder mit <p^-t^9 V-t- ^w. als 
kleine Großen zweiter Ordnung vernachlässigt 

G) Ebene Stabketten. 

88. Gesehwindigkeit der GetonJ^iankte. Eine Stabkette 
entsteht durch fortgesetzte gelenkige Angliedemng von StSben 




Fig. 68. 

in einfacher Beihenf olge. In jedem Gelenkpunkte trefiPen also 
nur zwei Stabe zusammen. Die Gelenke selbst können als 
Kugelgelenke oder Zylindergelenke ausgebildet sein^ ohne 
daß die Beweglichkeit des Gebildes auf eine Ebene be- 
schrankt ist. An dieser Stelle wollen wir jedoch nur ebene 
Gelenkketten betrachten und die Baumketten in allgemeiner 
Auffassung erst im lY. Abschnitte behandeln. Der erste 
Stab OX^ von der Lange C^ (Fig. 53) sei in seinem An- 
fangspunkte drehbar befestigt An ilm schließt sich X^X^ 
von der Lange c, und hieran X^X^ von der Lange ^. 

Die Neigungswinkel der einzelnen Stäbe ^ die nur in 
Endpunkten (Gelenken) Massen {/ii, /ui2f fh) tragen sollen^ 
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wollen wir mit ^i, ^^^ ^3 bezeichnen und von der festen 
Greraden OÄ aus messen. 

Man erkennt aus diesen Festsetzungen, daß es sich hier 
nur um eine unmittelbare Erweiterung der in Nr. 80 betrachteten 
Angabe des Doppelpendels handelt. Dort trat jedoch die Ge- 
setzmäßigkeit in der Bildung der Systemenergie noch nicht deut- 
lich hervor, da die Untersuchung auf zwei Glieder beschrankt war. 
Femer istzubeachten,daßhierbeiFestlegungdes Endpunktes der 
Kette das System seine Beweglichkeit nicht vollständig verliert. 

Mit Benutzung des Einheitsvektors if, welcher auf der 
Ebene der Kettenbewegung senkrecht steht, wird jetzt: 

^ = Oj • cos^i + ^~äi • sin^i =» q , 
X2 — x^ = Ojj • ooB^2 + V^ ' sin#2 = ^ f 

wo a^ = q , Og =» Cg , Og = Cs zu nehmen ist. Nach der 
Definition der Winkel # sind ä^, 02, ä^ in der festen Rioh- 
tung OÄ zu nehmen. 

Für die Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte ergeben 
sich nun (wie in Nr. 80) die Ausdrücke 

und man erkennt ohne weiteres, wie dies auf beliebig viele 
Glieder auszudehnen ist. 

Man hat also der Beihe nach: 

84. lOnetisetae Bneigle der Kette. Bei der Bildung der 
Quadrate der Geschwindigkeiten haben wir die Yektoigleidiung 

(1) Pi-^=Ci(»7^)-^=^^ 

für die verschiedenen Indizes zu berücksichtigen. 
Hiemach wird 



(2) 
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Die kmetische Energie des Systems nimmt also die Fonn an: 
( E==i[(A^+/*2+i^)^-^+2(Ai,+Ai»Kc,oos(*,-*,).*i*^ 

l +2;i8C,CiCOS(*8~*2)-4^8+A^^-^J- 

Weiter wollen wir die Rechnung nicht führen, da die expli- 
zite Bildung der Beschleunigungskomponenten Qi, Qs, Qs nach 
den Lagrangeschen Gleichungen keinerlei Schwierigkeit hat 
85. Bewegung des BalaneierknibelgeMebes. Bisher haben 
wir die dreigliedrige Kette nach einer Seite hin als völlig 
frei betrachtet Die Fest- 
legung des Endpunktes X^ 
(^g. 54) fuhrt zu einem 
zwangläufigen Mechanis- 
mus , der unter Voraus- 
setzung naheliegender Un- 

gleichheitsbedmgungen 
zwischen den Gliedlängen 

(<hy ^f ^) ^^^ d^^ Basis 
OX^ ^e als Balancier- 
kurbelgetriebe aufgefaßt q 
werden kann. X^X^ sei 
der Balancier, ^i^ <^® 
Kuppelstange und OX^ die umlaufende Kurbel. 

Unter diesen Annahmen wird in Gleichung (2) von 

Nr. 83 Vg = , d. h. wenn wir ii>i =- co setzen 

Hieraus folgt aber sofort 

und 
oder 




Fig. 64. 



woraus sich 

^8 = - 

4, 



8in(i?2 — #i) Ci 
8in(i?2 — *») Cs 

sin(#8— *i) <H. 

■ • -— - 

sin (#3 — tfg) C2 



sin(#. — ^i) Ci 



^{^s — ^j) Cß 



€0 
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ergibt. Die kinetische Elnergie des Systems nimmt jetzt 
nach Gieichang (3) in Nr. 84 mit Beachtung von /is » 
die Form an: 

wo die Funktion F aber noch von allen drei Winkeln ab- 
hängt Um ^2 ^^^ ^8 durch ^^ auszudrücken, nehmen wir 
aus Fig. 54 die Polygongleichung 

^ "T ^ T" % = ^ 

und bilden daraus 

6 q + e Cj + ^ Cg = c* und ec^ +ec2 + ec^ =0 . 

Dies ergibt die beiden Konnexbedingungen: 

Ci cos^i + Cg cos#2 + <^ cosi^g = e 
Ci sini^x + Cj 8in#2 + ^ sini^g = , 

woraus man #2 ^^^ ^s ^^ Funktionen von #^ (Kurbel- 
winkel) entwickeln kann. 

Bei den Anwendungen in der Maschinenmechanik er- 
scheint es jedoch meist vorteilhafter^ nur einen Winkel (^2) 
in E zu eliminieren und den andern (^g) ^^ Hilfsgröße bis 
zu einem bestimmten Punkte der Durchführung beizubehalten. 
Als Beispiel vergleiche man die Behandlung des Kurbel- 
mechanismus in Nr. 77. 



D) Die spannende Beschleunigung bei gebundenen 

Systemen. 

86. Zusammenhang der ElementargrOßen mit den Syslun- 
begriffMi. Zuletzt haben wir uns fast ausschließlich mit den 
Systemgroßen Q^ welche durch die Oleichung: 

(1) Sfiw^dx^Hq^dd^ 

definiert sind, beschäftigt. Das Summationszeichen S er- 
streckt bich hierbei über alle Massenpunkte des Systems, 
während JS soviel Summanden andeutet, als Freiheitsgrade 
vorhanden sind. Diese Unterscheidung wollen wir — bei 
allgemeinen Betrachtungen — auch in der Folge beibehalten, 
da sie die Formeln kurz und doch deutlich zu schreiben 
gestattet. 
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Setzen wir noch 
(2) Sfiv^dX'^HP^d», 

so nennt man die eingefahrten Orößen P die Komponenten 
der Systemgeschwindigkeit Ihr Zusammenhang mit der 
kinetischen Energie ist durch die Gleichungen 

g^eben. Dies erkennt man sofort durch Einffihrung von 
in Gleichung (2), wodurch man 
erhalt Man kann aber hierffir auch 

i:pd» = i:[d»'Sßive] 

schreiben. Da aber 
iatf so wird 

SfJLVe^ « r- =« SflPt = P, . 

Wir wollen nun für die weiteren Betrachtungen annehmen, 
die Sjrstemgrofien P und Q seien bekannt und auf Grund 
dieser Voraussetsung die (elementare) Geschwindigkeit und 
Beschleunigung eines beliebigen Systempunktes, der im all- 
gemeinen kein Massenpunkt zu sein braucht, darstellen. 

Seine Geschwindigkeit kann durch eine Gleichung von 
der Form 

(4) f; = ^V.# 

ausgedruckt werden. Es ist aber hierbei zu beachten, 
daß die Summation Z' sich hier auf weniger Summanden 
beziehen kann als das System, welchem der Punkt angehört, 
Freiheitsgrade besitzt Ein Blick auf die Gleichungen (2) 
in Nr. 83 zeigt dies sofort, wenn man den jetzt beliebig 
herausg^riffenen Systempnnkt auf der ersten oder zweiten 
Stange (Fig. 53) liegend annimmt. Ebenso ist klar, daß die 
Begleitvektoren ef vollständig bekannt sind, wenn über die 
Lage des Punktes im System entschieden ist 
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Nach Gleichung (3) sind alle Komponenten (P) der 
Systemgeschwindigkeit lineare Funktionen der Parameter- 

gesohwindigkeiten (d). Mithin läßt sich die Elementar- 
geschwindigkeit unseres Systempunktes auch in der Form 

(5) t; = 2''f.P = 2^'6'# 

schreiben. Diese linearen Gleichungen hissen sich umkehren, 

d. h. es lassen sich die i^ linear durch die P ausdrücken. 
Denn die Determinante der vorstehenden linearen Glei- 
chungen ist 



Könnte diese Determinante null werden^ so mfißte in diesem 
Falle — nach den Sätzen der quadratischen Formen — 

E verschwinden, ohne daß alle i9 null wären. Da aber 
mit E auch alle Mementargeschwindigkeiten v verschwinden, 
so müßte die Beziehung 

für alle Massenpunkte erfüllt sein^ ohne daß alle i9 null 
wären. Es gäbe also Veränderungen der &, welche das 
System in Ruhe ließen^ d. h. es wären überflüssige 
Positionskoordinaten vorhanden. Dies widerspricht aber <&r 
Natur dieser Koordinaten in der bisherigen Begriffsfassung. 
Folglich kann die oben symbolisch angedeutete Determinante 
nicht verschwinden und die linearen Gleichungen müssen in 
definiter Form umkehrbar sein. _ 

Die hier eintretenden Vektoren f ' von der Dimension 
— 1 ergeben sich ohne weiteres durcn Ordnen der Glieder 
in V aus den ursprünglichen Begleitvektoren ef als Funktionen 
der Parameter #. 

Aus der Gleichung (5) folgt nun durch Differenziieren 
nach der Zeit t: _ 

tc? = 2'f-P + 2'f-P. 
Hierin ist noch 

T dt ^ d^ 

KU setzen und die Paiametergeschwindigkeiten •& sind wiederum 
nach Gleichung (3) durch ihre Werte in den P zu ersetzen. 
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Femer hat man nach den Lagrangeschen System- 
gleiohnngen 

Schreiben wir also W in der Form: 

(6) ^^^^f-q + g, 

so ist 9 als eine bekannte Funktion anzusehen, welche nat&r- 
lich von den Systemkoordinaten # abhängt, aber insbesondere 
eine homogene quadratische Funktion der Kompo- 
nenten P ist. Schreibt man also 

(7) ^»^'Z^'-''^' 

C V 

80 sind die Koeffizienten /^^ bekannte vektorielle Ausdrücke 
in den Koordinaten &. 

Diesen Sachverhalt wollen wir in dem folgenden all- 
gemeinen Satze zusammen&ssen: 

Beim gdmndenen System von ieliAig vielen FreiheUS'- 
graden der BeweglichkeU laßt sich die Elemenkurgesdwm- 
digkeü (v) jedes Punktes — ohne Bücksicht darauf, 6b 
er mit Masse lehaftet ist oder nicht — linear durch die 
Komponenten der Systemgeschunndigkeit ausdrüdcen. Die 
Elementarbeschleunigung (w) dieses Punktes setet sich 
(additiv) zusammen aus einer gleichfalls linearen Funktion 
der Komponenten der Systembeschleunigung und aus einer 
homogenen quadratischen Funktion der Komponenten der 
Systemgeschwindigkeit 

87. K(mipoDint«!i der qiaiiiMnden Beaditoimigimg ^tsm 
Systsrnpunkles. Wir haben soeben gesehen, daß d^e Kennt- 
nis aller Systemgrößen P und Q vollständig ausreicht, £le- 
mentargeschwind^keit v und Elementarbeschleunigung w 
eines jeden Punktes zu bestimmen, wenn er in dem von 
vornherein gegebenen Systemzusammenhang festgehalten wird. 
Betrachten wir aber aUe Systempunkte einmal vorübeigehend 
als frei, so ist die Mannigfaltigkeit der Komponenten aller 
V und w im allgemeinen größer als die Mannigfaltigkeit der 
Systemgrößen P und Q. Dies tritt bereits ffir einen Punkt 
ein, der gezwungen ist, beständig auf einer Fläche zu bleiben. 
Zerlegen wir in diesem einfachen Falle td in zwei Kompo- 
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nenten Wt and Wg, von denen die erste in der Tangential- 
ebene der Fläche liegt^ entsprechend der Gleichung 

BO genügt offenbar die treibende Komponente wt vollständig 
am die Q zu bestimmen. Die Komponente Wt ist ihrerseits 
vollständig darch die P, Q und # bestimmt und trotzdem 
ohne Einfluß auf die Systemkomponenten Q. Aus diesem 
Grunde haben wir sie in Nr. 58 und Nr. 70 den spannenden 
Teil der Elementarbeschleunigung genannt 

Es handelt sich im folgenden darum, die in diesem 
speziellen Falle früher durchgeführte Bestimmung der span- 
nenden Komponenten Wg zu verallgemeinern. Nach der 
Methode von Lagrange werden wir dieselben genau wie 
die Q erhalten^ wenn wir uns die Bewegungsmöglichkeit des 
Systems virtuell erweitert vorstellen und nach Berech- 
nune der dieser Erweiterune entsprechenden Systemkompo- 
nenten wieder die ur8prQn|lichen Verbindungen einffihil^ 
Wie 8ich die Durchführung im einzelnen g^tet, ersieht 
man am besten aus den nachfolgenden Beispielen. 

88. ^nHihmng der siMumenden SystembeseUeimiguiig. Die 
Methode der Enei^eerweiterung^ welche wir bereits in Nr. 70 
auf die Kugelbewegung angewendet haben^ führt zu sehr 
fruchtbaren Systembegriffen ^ welche die spannende Be- 
schleunigung betreffen. Nehmen wir als nächstes und ein- 
fachstes Beispiel die Atwoodsche Maschine. Hier ist 
nach Nr. 74 

Die virtuelle Elrweiterung der Energie soll nun darin be- 
stehen, daß wir den als andehnbar vorauseesetzten Faden 
von verSnderHcher Länge annehmen. Dann%ird 

v^ = l'-x und t?2 = Z + i? . 
Folglich 

Die beidenKomponenten der Sjstembeschleunigung werden also 

d 5E' 

d BE 
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Betrachten wir hierin jetst wieder l als konstant^ wie es der 
Auffassung des ursprfinglichen Systems entspricht, so ist 

Qx ist selbstverständlich dieselbe Größe^ welche wir als Sjstem- 
beschleunigung bezeichnet haben. Welche kinemiatische Be- 
deutung h^ aber die neu hinzutretende Systemgroße Q(? Die 
ihr entsprechende virtuelle Arbeit wäre Qidl. Qi ist also 
die Systembeschleunigung, welche der virtuellen Verlängerung 
des Fadens entspricht Wir betrachten diese Größe alö die 
Spannung des Fadens infolge des Beschleunigungs- 
prozesses^ welcher durch Q, ^stimmt ist 1^ wird gleich 
Null für /i2 ^ AH • 

89. KomponentDn der spannenden SystembesehlenniganK 
beün lusammengesetiten Pendel Wie früher (Nr. 76) wollen 





Fig.fiK. 



Fig. 66. 



wir auf der an und für sich massenlosen Pendelstange (Fig. 55) 
zwei Massenpunkte in 2^ und X^ festlegen. Die System- 
erweiterung soU nun in der Weise vorgenommen werden, 
daß wir zunächst die Entfernung zwischen dem Drehpunkt 
und dem Systempunkt C, der zwischen X^ und X^ liegen 
soll, veränderlich werden lassen. Dies kann man sich, wie 
in Ficr. 56 angedeutet, durch eine Kolben- oder Bajonett- 
veibbdaiig regiert denken. Femer bringen w iL dem 
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Punkte C einen Zapfen an, welcher dem 'Stangenatöck 
CX^ «e die selbständige Drdiang in der^ Pendelebene er- 
laubt. Veränderliche sind also jetzt außer dem ursprfing- 
liehen Ausschlag¥mikel ^ die Länge OC » c und. der Ab- 
weichungswinkel tp des unteren Stangenendes. 

Nach diesen Festsetzungen kann man die Gleichung der 
virtuellen Arbeit der Massenbeschleunigungen in der J^otm 

schreiben. Bezeichnet man noch die ganze kinetische Gn^rgie 
des erweiterten Systems mit E', so sind die drei Kompo- 
nenten der Systembeschleunigung auch definiert durch \die 
Lagrangeschen Gleichungen 

* ''dxXdcl de ' 

'^ dx Uxpl dy, ' 

Q^ geht natürlich für c >= 0, v' «= und y' s= in die 
Systembeschleunigung des ursprünglichen starren Pendels 
über. Die beiden anderen Komponenten liefern aber für 
€ ^ 0, ip = und Y' := neue Systemgrößen^ welche wir 
mit i|e und Qy bezeichnen wollen. Ihre explizite Bedeutung 
ergibt sich aus den folgenden Ausführungen. 

90. Der vollständige Auadmek der erweiterten Bnertf e des 
Pendeb. Da der Punkt X^ einen Kreis um beschreibt, 
so ist nach den Bezeichnungen der Figuren 55 und 56 sein 
Vektor 

^1 •= ai(« costf + ^7« sin^) = o^ ä^ 

und für den Punkt X^ hat man 

wenn 

ä C08(# + v) + ^ sin(d -f Y^) = «2 

gesetzt wird. Hieraus ergeben sich die Geschwindigkeiten: 

• • • 
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Es wird also t^ = oj • ^« 

und 

+ c* + 2c«i^fäj*cv + e*- v'* f 
^"^ a} «= a| — 1 und äj «2 =- oosy 

ist. Beachtet man noch die Beziehungen 



so kann man sofort denezpUziten AusdruckfQr dieSystemenergie 
hinschreiben. Es wird 

+ 2/«2*8inv;«dc + 2/i2^(^<^8V' + e)*^yf + jui^c* 

+ 2 jui^e sinv' • c y + /i, c' • y*] . 

Die weitere Bechnung erfolgt jetzt ganz schematisch nach 
den Lagrangeschen Gleichungen. 

91. Delmii]ig9- und BIegmi^(«npoiieiite der qianiMiideii 
Systembesdüeimtgiiiig beim PsndeL Zunächst erhüt man aus 

dE 

~Er^ = +iM2 ^(c • cosy + «)^ + A^ e^in\p • c + /«j ^* ' V > 

öE' 

"3"" = i"2(ö + «cosv)'t^' + )"»«cosv*V' > 

dE' 

■3 — = — /ijCcsin^' •#' + /ijccosv^c — /ijccsinv^- tfy 

Diese Größen sind Jetzt in die Lagrangeschen Gleichungen 
einzusetzen^ worauf c = 0, %p =^0 und v' = zu nehmen 
ist Deuten wir das Resultat dieser Substitutionen durch 
eine Klammer [] an, dann wird 



144 n. Abschnitt. Elementare Punktsysteme. 92. 

Folglich sind die Komponenten der spannenden System- 
besdileunigong: 

dsL c + e==(^ ist. 

Man sieht^ daß nur der Bewegungszustand des Punktes X^ 
für die Werte dieser Komponenten maßgebend ist. In dem 
ursprOnglichen System hat man ffir diesen Punkt: 

Qe ist also der Normalkomponente der Massenbeschleunigung 
von X^ gleich, aber entgegengesetzt gerichtet. Aus diesem 
Grunde können wir q« die Defanungsspannung der Pendel- 
stange im Punkte C infolge der Beschleunigung nennen. 

Nun bilden wir das Moment von jui^w^ in bezug auf 
den Punkt C. Man erhält 

Qy ist also gleich dem negativen Werte dieses Momentes. 
Bei der virtuellen Biegung des Stabes wird die Beschleu- 
nigungsarbeit . 

hervorgebracht Wir bezeichnen daher Q^ als die Biegungs- 
komponente der spannenden Beschleunigung. Bei dieser 
erweiterten Auffassung der Systembeschleunigung kann man 
das ursprüngliche Q^ zur Unterscheidung von q« und Q^ die 
treibende Beschleunigung des ganzen Systems nennen. 

92. Die Lagrangeschen Räume der Bewegimgsfreflidt 
Betrachtet man die Ausdrücke in Nr. 83 für die Greschwin- 
digkeiten im einfachen ebenen Gelenksystem: 

^2 = Pl • *1 + ^ • ^2 > 

• • • 

SO erkennt man sofort, daß die Zahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen i&if ^2 9 ^sy - • •) ^^^ Vermehrung der Glieder- 
zahl immerfort wächst, v^ ist nun zwar ein Vektor in der 
Ebene 9 wie jeder andere, er ist zwar für sich durch zwei 
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unabhängige Orößen bestimmt, aber insofern er dem System 
angehört, wird seine Oröße und Richtung durch drei unab- 
hängige Koordinaten bestimmt, wie es bei einem freien 
Pmäi» des dreidimensionalen Baumes der Fall ist Alle 
möglichen Werte von v^ entsprechen daher der Gresamiheit 
der Punkte einer — wenn auch b^renzten — Mannig&ltig- 
keit von drei Dimensionen. Zu jedem Wertesystem der 
&i, ^^, ^8 g^ort also eine bestimmte Lage des System- 
punktes Xq; freilich definiert umgekehrt eine Lage von X^ 
noch nicht die 19^, ^j, ^3 vollständig, weil eben X^ nur eine 
zweidimensionale Bewefi;ung8freiheit hat Ffir den Punkt X^ 
allein wäre daher eine der Koordinaten # fiberflüssig. Anders 
wird aber die Sache, wenn wir da« ganze System ins Auge 
fassen; wir können, wie wir sehen werden, die Lagen des 
Systems und die Mannigfaltigkeit der ^1, #3, ^g ^ ®^^> 
wenigstens in einem gewissen Bereiche, ein-eindeutige Be- 
ziehung setzen. Denn man erkennt sofort durch geometrische 
Konstruktion, dafi zu jedem Wertesystem der 4, ffir das 

0^*i<2ji, 0^*a<2ji, 0^*8<2:7i 

ist, eine ganz bestinunte Lage der drei Punkte X gehört; 
und daß auch umgekehrt, wenn ich die Punkte X alle drei 
festhalte, eine Änderung der i9 nicht mehr möglich ist 

Bei dieser Darstellung des Systems durch einen Punkt 
in der dreidimensionalen MannignJtigkeit der ij> kann nun 
auch die kinetische Energie des ganzen Systems, welche 
durch Gleichung (3) in Nr. 84 gegeben ist, interpretiert 
werden. Setzen wir 



so kann 



^{^ + fh+fh)(^)\ 



d8^^(^^d^+2 ^"^^ c^c^ cos(tfa-^i)^^i<?^2 

als das Quadrat des Linienelementes in unserer dreifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit angesehen werden. Jedem Wert- 
system {i^i, &^, ^3) entepricht ein bestimmter Punkt dieser 

Heun, XinematUt 10 
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MmnnigCaltigkeit und eine bestimmte Laee des Gelenksystems. 
Den aiSeinander folgenden Lagen unseres dreigliedrigen Massen- 
systems kann also eine Punktibahn in der durch den Ausdrude 
ffir ds^ oharakterisierten Mannigfaltigkeit eindeutig zugeordnet 
werden und es ist zwischen der Kinematik des Systems und der 
des Punktes kein Unterschied mehr, wenn man dem Punkte noch 
die Masse /^ + /^ + A^ beilegt Durch die grundlegenden 
Untersuchungen von Gauß *) und ihre Elrweiterung durch Bie- 
mann**) ist man imstande, das System der geodätischen Linien 
and das Eriimmungsmaß dieser Mannigfaltigkeit — ganz analog 
wie bei einer Flache im gewohnlichen Baume — durch die Koeffi- 
zienten in dem homogenen Ausdruck ffir ds^ darzustellen. Aus 
den Biemann sehen Untersuchungen geht hervor, daß die geo- 
dätischen Bahnen dieser Mannigf lutigkeit ganz ähnlich^ wie auf 
der zweidimensionalen Fläche im gewohnlichen Bamne durch 
die Gleichungen Qi=»0| Q, = 0| Q$»0 gegeben sind. 
Wir können demnach auch sagen, unser Grelenksystem be- 
w^ sich in einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit von 
bekannter Krümmung. Lagrange ist derartigen Betrach- 
tungen nicht näher getreten, aber man muß ihm doch jeden- 
&lls das Verdienst zuschreiben, durch die Au&tellung des E 
das effektive Material ffir dieselben geschaffen zu haben. Aus 
diesem Grunde wollen wir daher in dem angedeuteten Sinne 
von einem Lagrangeschen Baume R {^i, #,, ^^, ...) reden, 
in welchem der Bewegungsprozeß des materiellen Systems von 
beliebig vielen Freiheits^aden verläuft Seine Charakteristik 
ist in jedem Falle, wo jede Position des Systems durch un- 
abhängige Parameter t^^ #9 ; . • • eindeutig bestimmt wird, durch 
den expliziten Ausdruck der Systemenergie E gegeben. 

Wird nun — wie wir es bei der Bestimmung der 
Spannungskomponenten getan haben — die kinetische Ener- 
gie E durch Einfuhrung einer höheren Beweglichkeitsstufe 
des Systems erweitert, so daß also E in E' übergeht, dann 
entspricht diesem Vorgänge die Konzeption eines allge- 
meineren Lagrangeschen Baumes, welchen wir durch das 

^*^*° R'(*x, *., *., Vi, v.) 

andeuten wollen. . 

*) Disquisitions generales oirca superficies curvas, deutsch 
in Ostwalds Klassikerausgaben. 

**) Gesammelte Werke 1. Aufl., S. 870—883. Die Darstellung 
ist in der zweiten Auflage etwas erweitert. 
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R ist jetzt in R^ als individuelles Gebilde enthalten. 
Solange der Mechanismus sich in R frei bewegt , kommen 
keine spannenden-Komponenten der Beschleunigung in 
Betracht. Solange wir nur das Augenmerk auf die freie 
Beweglichkeit des Mechanismus in R richten, liefert E nur 
die Komponenten der treibenden Beschleunigung. 
Man kann auch sagen, die spannenden Komponenten liefern 
in R keinen Beitrag zur Arbeit der Beschleunigung. Sobald 
wir aber das System in unserer Vorstellung aus R heraus- 
treten lassen, beginnen diese Komponenten ihre Arbeits- 
leistung und sind, in der oben aus^fuhrten Weise, durch 
den Grenzübergang von E^ zu E oder, was hiermit gleich- 
bedeutend ist, durch Bückgang von R' zu R bestimmbar. 

98. Beanspmehiing der Bettung etaies Kuibetaneehanismus 
doieh den BesehlennigungsproieB. Mit Beibehaltung der bis- 
herigen Voraussetzungen und Bezeichnungen ist für das 
System in der ursprünglichen Position OX^X^: 

Erteilen wir nun allen Punkten dieselbe Verschiebung c = OC/, 
so wird 

Also 

und 

E'= i/iit4» + i/i,t4« « E + i/ii(c» + 2viöi) + i/i,(c« + 2hci) . 

Hieraus folgt mit Bücksicht auf die Lagrangeschen Glei- 
chungen: 

ÖE' 

öW - - - - 

weil nach Einführung der aufeinander senkrechten Einheits- 
vektoren S, ß (Fig. 57) 

c = q . ä + Cj • ^ , also c* *- cj + ^ 

10* 
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wird. Folglich wird 



e,sO, «,=0, (^sO, cüsO 



4> 



^(§11-11]='^«'^^ + '^«'»^ 



Ci=0, c, = 0, ei=0, e,=0 



94. 







«=1 



Fig. 67. 



Setzen wir also noch 



so wird der Vektor der spannenden Beschleunigung 

Die Bedeutung dieses Resultates werden wir erst in Nr. 95 
erklaren. 

94. VirtoeDe Arbeit der spannenden Besehleiinlguiig»- 
komponentan. Bei Systemen mit wenigen diskreten Massen- 
punkten ist es oft einfacher, zur Bestimmung der spannenden 
Beschleunigungen unmittelbar mit den Elementarbeschleu- 
nigungen dieser Punkte zu rechnen und damit auf die 
Lagrangeschen Gleichungen zu verzichten. Nehmen wir 
wieder einen zwangsläufigen Mechanismus mit zwei Massen- 
punkten Xi(jji^)f X^i/di) vor, so sind die Positionen dieser 
Punkte definiert durch Gleidtiungen von der Form 
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Statt dessen kann man, weil es zuweilen bequemer ist^ zwei 
Gleichungen mit zwei Parametern {^, y;) geben: 

und eine Konnezbedingung 

lunzufucen. 

Dieses System bewc^ sich in dem Lagrangeschen 
Räume !{(#)• Wir erweitem denselben durch Einführung 
von drei neuen Veränderlichen v^» «i, c^, wodurch die neuen 
Lagen der Massenpunkte X^, X^ jetzt die folgende Dar- 
st^ung erhalten: 

^ = /i(*i ¥> <^u C2), ^ == /^(*, V'; ci, c) 
mit der erweiterten Konnezgleichung 

welche für y/^%pf <i = 0, c^«0 in die ursprOngliche 
übergehen solL Selbstverständlich werden bei der S2r- 
weiterung der Beweglichkeit des Systems auch die Elle- 
mentarbeschleunigungen W^^ w^ der beiden Massenpunkte 
andere, welche wir mit fri, W^ bezeichnen wollen. Eis handelt 
sich jetzt darum, in dem Lagrangeschen Baume K(fi^ c^^ c^ 
die virtuelle Arbeit 

zu bilden. 

Nun ist aber, wenn das Zeichen b partielle Differen- 
tiationen nach allen vier Variabein #, v^, c^, c^ anzeigen soll, 

und die Konnexgleicbung ergibt 

bJP" bJP" hF' b-P 

Hieraus erhalt man in al^kürzter Schreibweise: 

ov = W' • 
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Die totale virtaelle Arbeit des erweiterten Systems wird also: 



+ 



^ «i^^ + qi^^ + qi-^Jc^- 
Macht man nun in den Systemgrößen qfi, qi den Grenzüber- 
gang mit v^»= yff Ci = 0, c^ = 0, so sind die resultierenden 
Großen q^^ q^ die Komponenten der spannenden Beschleuni- 
gung, welche der willkürlich ausgeführten .Systemerweiterung 
entsprechen. Natürlich stimmen die so erhaltenen q genau 
mit denen überein, die durch eine entsprechende Erweiterung 
der kinetischen Energie gewonnen werden. Der Gang der 
Beohnung soll im folgenden an zwei Beispielen im einzelnen 
dargelegt werden. 

96« Spannende Beanspmehimg des WeDenlagers eines ein- 
tadien Kurbelmeehaniamns dureh den BeseUeunigungsproieB. 
Die vorhergehende etwas allgemein gehaltene Darstellung ist 
schon auf den konkreten Fall des Kurbelmechanismus mit 
zwei Massenpunkten zugeschnitten. Wir wollen (Fig. 58) 
die Wellenmitte nach (X rücken^ so daß OC/^c wird, 
wahrend sich X^ im Kreuzkopflager nach Xi verschiebt 
Mit Benutzung der Einheitsvektoren: 

'Q = a costf + V^ sini? 
i'= öc 008^/— ff» siny/ 

erhalt man zur Ortsbestimmung der Punkte Xi, Xi die 
Ausdrucke 

wozu noch die Konnexbedingung 

C2 + rsintf — l&intp = 

tritt^ welche ausdrückt^ daß Xi in der Parallelführung bleibt. 
Die weitere Ausführung der Bechnung ist jetzt sehr einfach. 
Denn man Hat für die virtuellen Verschiebungen sofort die 
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Ausdrficke 

dxi = dc + r^^^dd" — htjif* dy/ 
imd aus der Konnexgleichang folgt 

Demnach eibalt man für die totale virtueUe Arbeit 
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oder wenn man noch 



setzt: 






+ 
Nmn ist aber 



^i^i «^1 ß 



+ /4i«4/8 — 



A^ 



cosv' 



i7>l't7s 



ijde^ . 



rj X^ toi = tüi ' smy/ , 



da auch Wi horizontal liegt 

Der Ghrenzübeigang mit y/^\py q = 0, c^^O ergibt 
ohne weitere Bechnung die spannenden Beschlennignngs- 
komponenten in der fibersichilichen Form: 
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Nach Nr. 77 hat man 

d ( . .d»\ 



und 



.?-+s('-*ir) 



* dr V C08V dr ) ' 

Folglich 'wird auch 

d ( . ^ d»\ dl 8m(* + v)rf#\ 

Ganz dieselben Ausdrücke gewinnt man mit Hilfe der 
Lagrangeschen Gleichungen aus der erweiterten Energie 

E'=i0ii+;i,)[^ + ci + 2r(CiOOS*-6isin#)# + r«*«] 

4- i A«2 ' P • V' — 2(Ci sin v/ + Cj oosvO — 2 r * cos(# + vO]* vS 
welche nach Elimination von y/ die Form 

E'= iOui + /if)[^ + ^ + 2r(q cos* - c, sin*)^ + r»^«] 

, , rroos#«# + & «/••»,• ^ 

+ \lh[ — r--^-2(Ci8mv/+«sC08vO 

r^ o /a . JrCOS*«d + C« 

annimmt. 

Im gegenwärtigen Falle ist die Verwendung der Ele- 
mentarvektoren w^^ w^ sicher einfacher und kfiraer als die 
Aufstellung und Benutzung von E'. Bei den spater zu 
betrachtenden Mechanismen mit stetiger Massenverteilung 
kommen beide Methoden annähernd auf dasselbe Maß von 
Arbeit hinaus. 

Unser Problem unterscheidet sich von dem in Nr. 93 
behandelten dadurch, daß dort die kinematische Reaktion auf 
das ganze Bett bestimmt wurde, während hier nur die Reaktion 
auf das Wellenlager in Betracht kam. 
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98. Kncmatiidie Beanqnidiiiiig dar Kreuikoiiiniinnc. 
Wir geben der Ereuzkopfmasse /i, die Versohiebung X§Xi 
<I1g. 59). Der Abstand der neuen Liage Xi von &r Oe- 
raden dorcb OK sei b. Folglich ist jetzt die Konnez- 
bedingong 

rsin^ — Isiny/— 6 = 0, 



woraus 



folgt. 



Oy/= = j 




Setzen wir also 
80 ergibt der Grenzfibergang mit \/ =%pf 6 » sofort 

Die Beanspmchanff der Kreuzkopfföhrong hangt also von 
der Masse im Eoroelzapfen gar nicht ab. 

Aufgabe 49. Man zeige, daBq»fur^ = Oandt»:^ ISO« 
verschwindet. Ffir welchen Wert von i9 wird q» ein Maxi- 
mum? 



in. Abschnitt. 

Kinematik des starren Körpers. 



97. Der stane Körper ab meehanisehes Systanu Bisher 
haben wir uns ausschließlich mit der Bewegung von Punkten 
beschäftigt. Die Vorstellung einer Manni^altigkeit von 
Punkten, die derartig miteinander verbunden sind, daß die 
gegenseitigen Abstände dauernd unveränderlich sind, kann 
als Grundlage für eine Kinematik des starren Systems be- 
trachtet werden. Wir ziehen es jedoch vor, auf die in der 
Geometrie gelaufige Anschauung eines beweglichen Baumes 
in seiner Beziehung zu einem als ruhend gedachten Baume 
zurückzugehen. Ob der feste Bezugsraum auch tatsachlich 
der. absolut ruhende Raum iBt> hat für die Entwicklung der 
kinematischen Sätze keine aktuelle Bedeutung, weshalb Er- 
örterungen in dieser Richtung der ,4^ynamik^' vorbehalten 
bleiben können. 

Wir wollen uns die Vorstellung des starren Körpers 
zunächst durch Abgrenzung des beweglichen Raumes bilden, 
den wir in beliebig vielen Exemplaren vorhanden annehmen. 
Dann setzen wir fest, daß jeder Punkt des abgegrenzten 
Raumes Träger einer Masse sein solL Auf die Stetigkeit 
der Massenverteilung brauchen wir kein besonderes Gewicht 
zu legen. Dag^en ist es für die meisten Betrachtungen 
wesentlich, daß die Summe der Massen aller Punkte des 
starren Körpers als eine endliche Größe betrachtet wird. 

Bei den zunächst folgenden Untersuchungen über die 
endlichen Bewegungen des starren Systems bleibt der Massen- 
begriff ganz außer Betracht. 
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A) Getrennte Positionen eines starren Korpers. 

9B. Geometrie der Bewegung. Schon aus der oben ent- 
wickelten YorsteUung des starren Körpers geht hervor^ daß 
dieselbe eine wesenüich geometrisdie ist. Ob die Physik 
die reale Existenz solcher Gebilde anerkenn^i will oder 
nicht, ist ganz, ihre Sache. Jedenfalls hat die bisherige Ent- 
wicklung der Mechanik gezeigt, daß sie ein solches System 
gebraacht and es ist ihr auch gelmigen^ veränderliche (defor- 
mierbare) Systeme, wie elastbd^e feste Korper, Flüssigkeiten 
als gesetzmäßige Verbindungen unendlich kleiner starrer 
Körper aufzufassen und auf diese Weise Bewegungsformen 
zu entdecken, denen sich die Veränderungen ¥m^licher 
Körper innerhalb der Grenzen unserer Beooachtungsfehler 
genügend anschließen. 

Das ursprünglichste Merkmal des starren Körpers ist 
seine Lage (Position) im ruhenden Baume. Es entsteht 
deshalb zunächst die Frage, wie der Übergang des Körpers 
aus einer Position (Ä) in eine beliebige zweite Position (Ä^ 
erfolgen kann. Nun sieht man ohne weiteres ein, daß dies 
auf unendlich verschiedene Weise möglich ist Die Geo- 
metrie zeigt aber, wie dieser Übergang eindeutig durch eine 
vollständig definierte Bewegungsform zustande kommen kann. 
Untersuchungen über derartige Bewegungen bilden den Gegen- 
stand der „Geometrie der Bewegung'^, die namentlich durch 
D*Alembert und Euler begründet wurde und heute zu 
einer selbständigen Wissenschaft*) ausgewachsen ist Wir 
brbgen im folgenden nur die wichtigsten Satte gleichsam 
als eine geometrische Einleitung und Übersicht für die 
Untersuchungen, welche in den folgenden Kapiteln ent- 
halten sind. 

99. Sehiebnng oder Translation. Geht das starre System 
aus der Lage (^1) in eine zweite Lage {Ä') derart (Fig. 60) 
über, daß alle Punkte geradlinige Wege (ö) von gleicher 
Richtung und gleicher Lange durchlai^en, so nennt man 

*) Ampdre ist nicht als Begründer der Kinematik an- 
zusehen, obwohl wir ihm die Benennung dieses Zweiges der 
Mechanik und eine Abgrenzung desselben yerdanken. Eeusai sur 
la Philosophie. Paris 1834. Die yon ihm gegebenen Anreg^ungen 
haben sich namentlich fUr die geometrische Ausbildung der 
Kinematik fruchtbringend erwiesen. 
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die 80 festgelegte Bew^ungsform eine Schiebung oder Trans- 
lation des Systems. 

Bezeichnen wir also die Vektoren der Punkte X, Y, . . . 
in der ersten Lage mit x^y, ... und die auf demselben An- 
fongspunkte bezogenen Vektoren in der zweiten Lage 
mit ^^ y^, ... I so ist 

wenn ä die Translationsstrecke ist. 



• • 




Eine auf die erste folgende Translation um den Be- 
trag h bringe den Körper in die Position (Ä^^. Dieser Be- 
wegung entsprechen die Gleichungen 

Nun ist aber auch 

x^^^x + ä + h , y^'=p^+ä + b , ... 

Die Translation ä + b = c führt also den Korper unmittelbar 
aus der Lage {Ä) in die Lage (Ä^^) und ist daher im E!r- 

gebnis den beiden Translationen ä , h geometrisch äquivalent. 
100. Drehung (Rotation) um eine teste Aehse. Wir be- 
trachten als zweite elementare Bewegungsform eines starren 
Körpers diejenige, bei welcher alle Punkte Bogen beschreiben, 
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die Kreisen von parallelen Ebenen angehören and bezeichnen 
sie als Drehung oder Botation des Systems. Sie erfolgt um 
eine Achse, Se dorch den Vektor (^«^ des Drehivuikels 
bestimmt ist Die Große dieses Winkels heifit die Ampli- 
tude der Botation. Betrachten wir ^ als Einheitsvdktor 
senkrecht aof der Ebene von Fig. 61, so ist 

cosd + ^ • ßint? , 

oostf 4-^*sinii>, ... 



(1) 







Fig. 61. 

ffir die Ortsandermig der Punkte X, T, . . . des Systems. 
Hieraus folgt 

oder 
(2) 



Ax=^ 2sin-^ 



cos 



* _ . * -1 



ffir die Ortsanderung des Punktes X infolge der Botation. 
101. Binfflhning des Rotattonsvektois. In der Gleichung (2) 
kann man statt des Einheitsvektors rj einen andern dmnoh 
die Belation ^ 

tg-.^«Ä 
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einführen. Jetzt ist 

eQS^-7r = z — r-^ • Sin*— = 



2 1 + i* 2 l + A'* 

Folglich wird Ax rational in >l, nämlich: 

(3) Ax = ^^^[li - X* > x] . 

102. Der Vektor der Sehnenmitte. Alle Rotationsgleichungen 
verein&chen sich ganz bedeutend^ wenn man nach dem Vor- 
gänge Ealers statt x die Grröße x + ^Ax benutzt, also statt x 
die Höhe des gleichschenkligen Dreiecks einffihrti dessen 
Basis die Sehne des Bogenweges ist. Jetzt wird 

, \x+iJx\ ^2 
und wegen der Bedeutung des Momentproduktes 

^Ax « k{x + ^Ax) . 

Setzt man noch 

x + ^Ax = f , 

so bat man für den Effekt der Rotation die Eulersche 
Formel: 

(4) Ax^2^Ir. 

Aus dieser folgt natürlich auch wieder die Gleichung (3). 
Denn es ist 



Ax — l-Ax=^ 2Xx 



und 

d.h. 

oder 



X^Ax-X{X'Ax)^2X(Xx), 

J ^ « 2 X^ — Jl« • J ^ « — 2 A » • ^ 

- 2 — 

Ax^.^-^IXX'-X^.x]. 



108. ParaDelvenehiebuiig der Rotatioiisadise. Bisher hatten 
wir den Bezugspunkt des ortsbestimmenden Vektors x in die 
Rotationsachse gelegt Wählt man hierzu einen beliebigen 
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anderen Punkt O der Ebene^ so daß OO » c wird, so ist 



af ^ c^x^c* cos* + ^(^ — c) • «ind 
und 

jf — a; — Ja; = 28iny cos-^«iy(a? — c) — sm-p-^a? — c . 
Die Gleichling (3) wird also jetst durch die folgende ersetet: 



2 



(4a) 2l^-j-^,[A(a:~c)^i«.nrcl. 

Hieraas folgt die Identität: 
2 



Die linke Seite stellt eine Botation um eine dordt c und tj 
besdmmte Adue dar, die rechte Seite lafit sieh auffassen als 
das Resultat einer Rotation um den Nullpunkt und einer 
darauffolgenden Translation vom Betrage 

2 

Wir drficken jetst c durch 3 aus, indem wir 

2 



1 + A» 
bilden. Man hat also 

2 

2 



[a>.;ie-;i(ae)]-;ia 






Folglidi 
oder wegen 



c — iä + ^otg-^.^ä 
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^Die Folge einer Translation nm die Strecke ä und 
einer Rotation von der Amplitude & um eine zur 
Richtung der Translation senkrechte Achse ist äqui- 
valent einer Rotation gleicher Amplitude um eine 
parallele Achse« Die neue Achse bildet mit der 
ersten und einer zu ihr parallelen Geraden durch 
den Endpunkt der Translationsstrecke ein gleich- 
schenkliges Dreikant^ dessen Winkel am Scheitel 
gleich d' ist" 




Fig. 62. 

Die Winkel an der Basis (a) sind also gleich ä- ~ -k" 
(Kg. 62). ^ ^ 

Nach diesem Satze kann man den Eiafluß der Parallel- 
verschiebung einer Rotationsachse beurteiien* 

104. Rotatioii um eine beUeMg Im Räume oitaitleite Aehse^ 
Auf der Drehachse (Fig. 63) nehmen wir einen beliebigen 
Paukt C an und beziehen ihn, wie alle andern Punkte^ auf 
einen willkürlich gewählten Punkt 0. Infolge der Rotation 
gehe nun der Punkt X des Systems in X' über. M sei 

die SehnenmittC; MS= —a senkrecht auf der Drehachse rj^ 
Aus dem Dreieck SXM folgt (cf. Nr. 102): 

In dem Dreieck OMC ist aber m = r— c . Also 



(ö) 



worm 



Ja; « 2 • il(r — c) , 



105. A) Oetrennte Positioti«n «iBM lUiren EOrpan. 
tu nehmen ist Ans Gleiohmig (K) bild«i wir 

r~Äx^ 1(1 ■ Ax) + 2i[i(«-c)] 
oder 



X-Ax~=-l*'Jx + 2l[iix~c)]. 
Hithin wild 
(6) Ax~^^^[X^r^) + X[X{x-c)]]. 




Hg. es. 

ZNe Gleiofaang (4b) in TSt. 103 ist ein besonderer Fall dieser 
allgemeinen Formel, hä welcher X nioht mehr senkrecht auf 
x — e EU stehen braucht. 

106. SehnuibNiInw^uiic (Sduanliang). Aus den beiden 
elementaren Bew^;nngsformen: Schiebung und Drehung leitet 
man eine dritte u), indem man dieselben aufeinander folgen 
läßt and der Schiebung die BJchtong der Drehachse aht 
Daß die Reihenfolge der Elementarbewegong ffir die End- 
lage des K6ipers_ gleichgültig ist, sieht man ohne weitere 
ein. Die ganze Änderung Ax lS£t durch die Fwmel 

(7) Ax=p-^ + :^-~[xi^r:^) + X[X{x-c)]] 

ansdrticken, 

HeuD, Slnam&tik. 11 
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, . In der Auffasson., daß beide Gmndbewegongen gleich- 
zeitig erfolgen^ wird die neue Bewegung bei proportionaler 
Änderung der zuruckgel^ten Translationsstrecke mit der 
Amplitude der Rotation identisch mit der Bewegung der 
Mutter auf einer SchraubenspindeL Man bezeichnet sie 
deshalb auch unmittelbar als ^^Schraubung^^ 

p heißt der ^^Parameter^^ der Schraubung. Er steht mit 
der Ganghöhe (h) der Schraube in der einfachen Beziehung 

106. Zentralaehse für eine mdliehe Lagenftndenmg. Es 
handelt sich jetzt darum, zu zeigen^ daß die Folge einer 

beliebigen Translation (a) und einer beliebigen Botation (I) 
durch eine bestimmte Schraubung ersetzt werden kann. 
Hierzu verwenden wir die Gleichung- 

und bringen sie auf die Form: 

2 



Ax ^ ä + ^--^^[l{(f - c) +l[l{tf^c)]] 

Das dritte Glied stellt jetzt eiae Rotation um eine zur ur- 
sprünglichen parallele Achse dar, welche (Fig. 64) durch 
den Punkt G^ geht. Sollen nun die beiden ersten Glieder die 
Translation einer zugehörigen Schraubung bedeuten, so muß 

(8) 5+j-^[n+i(i^]=i>.^ 

sein. Zur Bestimmung des Parameters p folgt sofort 

(9) atf^p. 

Er ist also die Projektion der Translationsstrecke auf die 
Drehachse. Aus Gleichung (8) folgt nun weiter 

Ia + :p-^[(l6).I--;i«.e--;i2.l6]==0 

1 -f- A 



10«. 
und 



A) Getmmte Positioneo eines stanea KSipera. 
2 
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Hia) + 



1+X* 



[~X*(Xe)-X + X*'e-l*'Xe]~'0. 



Ans diesen beidffli Gleichungen eibalt man sofort: 



and darauf 



Ao-A(Ao)-2Jl».c + (A^.I = 



X{Xa) + X*'Xa — 2X*'Xe==0. 




Setzt man also 

(10) 

so wird 

(11) 



Xa + X^-ä'=2X*h, 



X{e - Ä) = 

die Gleichang einer Geraden parallel der ursprünglichen 

Botationsaohsey die durch den bestinunten Punkt h geht. 
Diese Gerade, auf welcher man den Punkt C^ beliebig an- 
nehmen kann, heißt die ^^ntralachse^^ der vorausgesetsten 
Bewegung. Sie ist die Achse der äquivalenten Schraubung, 
die nun vollständig bestimmt ist 

11* 
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Aus Gleichungen (10) und (11) kann man noch den senk- 
rechten Abstand der beiden Achsen nach Hr. 22 berechnen. 

107. Das Aehsenkreoi im beweKton Körper. Im ruhenden 
Baume nehmen wir vom Punkte ausgehend ein redit- 
wiokliges Achsenkreuz an und bezeichnen die Bichtui^n 
der drei Achsen durch die Einheitsvektoren ii ^ ig . Ein 
starrer Körper sei nun derart bew^lichi daß einer seiner 
Punkte bestandig mit zusammenfafit. In der Anfangslage 



^^-.---7^ 




72J 



Fig. 66. 



decken sich die Vektoren in ^ > ig 0^* ^^) ™^^ gewissen 
Einheitsvektoren Ij, In 9 snif welche dauernd mit dem Körper 
fest verbunden sein sollen. Sie bestimmen ein neues Achsen- 
kreuz, welches sich g^n das erste bewegt Jeder Position 
der drei Strecken Ij, en, em in bezug auf den festen Baum 
entspricht also auch eine bestimmte Lage des Körpers. Wegen 
der vorausgesetzten Bechtwinkligkeit müssen jedoch immer 
die Beziehungen 

(12) iizi2zr=0, eizii/=0, ijiji«=0, 

(13) sn^m — i/, eJuii «=» i//, efen *== '^ui 
erffillt sein. 
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Femer muß 
(14) il-1, i5/=l, eiu^l 

sein. Wir setzen nun fest^ daB das Vektorsystem Ij, euf ^m 
einer beliebig gewählten An&ngsposition des Körpers ent- 
spreche, daß also die Werte sj, en, ^m fixiert werden, nach- 
dem die ursprüngliche DecUage bcareits verlassen sei. Jetzt 
wurd eine bestimmte neue Position, von dem Standpunkte des 
ruhenden Raumes betrachtet, durch ein geändertes Vektorsystem 

dargestellt Die Änderungen müssen aber den Gleichungen 
(12), (13) und (14) entsprechen. Es wird demnach 

*ir+ ^cji* ^Äf + ^«137 = , ... 

sein. Dies gibt die Bedingungen: 

I^u ^^ui + ^lu^^u + Alm Alu — , 
ImAlj +£/ Jiin + Aej Alju'^O, 
Ij Alu + In All + Alu All = . 
Aus den Gleichungen (13) folgt 



£uAem — BniAeu'= Aej — AeuAeuif 



(16) \ euiAei —ejAsm "^ Asu — AemAsj, 

biAbu — buAbj = Alm — AbjAbu» 
Endlich geben die Gleichungen (14): 

m\ ■ ' "*" ^^^^'^^^ "• ^ ' ^J^ + ^Abu • Alu =» , 



r 



Bm + \ABm • ABm = . 

Euler hat zuerst nachgewiesen'^), daß der Übergang 
aus der Position [ej, i/j, ej»] in die Position [£i + ^^/> 
lu+Aluf Bm + AluA stets durch eine Rotation von be- 
stimmter Amplitude und bestimmter Achse erfolgen kann. 

106. Der Rotatfonsvektor fflr eine beliebige Lagenänderung 
um ein«! festen Punkt Infolge der Bewegung geht ein be- 
liebiger Punkt X (Flg. 65) des Körpers in die I^ige 'S über. 
Soll die Ubergangsbewegung eine Rotation sein, so hat man 

Ax^2X{x + \Ax). 



*) Euler nimmt jedoch die Deoklage als Ausgangsposition. 
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Es gelten also auch die folgenden Gleichungen 

All = 2 X{ej+ iäej), Alu = 2 2(cjj + \Ae^ , 



Ailm «=- 2 X{tm + \Atwb • 
Wir bringen I in die Form 

und bilden zur Bestimmung der Koeffizienten 

Nun ist aber 

^cji* Cm + iidc/u = 2 1 . Ci + ^ Jcj, 
Ah. 

a « I Aenejn +iAsni 
und analog _ 

^ =^Jcxz7«j + i^«i, 

y ^iAejeji+^Aeji. 
Folglich wird 



22 = [Jejj. eju+^Aem] • «/+ i^«j 
+ [Asm* ej+^Aei] • €ir+ i^^c/i 

+ [Aej* en+ i Aen] * em + i Aeni - 

Hieraus gewinnt man die Komponente des Vektors X in der 
Richtung ej 

2i/I « i/ = [Aewem+iAen^ [«/•«/ + i^cj] 
+ [Alm* ei + iAej] [i/* cji + ^Aeu] 



+ [Jci . €27 + iA€n] [ej* ein + iAsni] * 
Nun ist aber nach den Gleichungen (15) bis (17): 

liej + ^Asi^l , lreu+iA€n=0 , €/'«j7j+i^«iir= 0, 

^ 2Xi ^Aln'em+iAem^—Alni'en + iAeu 
und analog 

2Xn =^ Alm^ei + ^Aej^—Ali^ein + iAemf 
2 Xin = ^fij» cjT + ^ ^«ji = — Alu • €/ + -J- i^cj . 

Hiermit ist für den betrachteten Positionsübei^ang der 
Botationsvektor eindeutig bestimmt. 
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109. Die neun Koataim eiiwr PMtflon. Selbstverständlich 
ist die Art und Weise, wie man die drei Positionsvektoren 
£/> ^Uf cjn in bezog auf den rahenden Baum festlegt, ganz 
vdllkfirlich, wenn man nur immer die Gleichungen (12) bis (14) 
in Nr. 107 beachtet Am nSchstliegenden ist die Darstellung 
durch rechtwinklige Komponenten im ruhenden Baume. Wir 
setzen also 

«IT « «n • «1 + «iri • «t + «» • €8 , 
€in = *zzn • ^1 ~f" ^xnt • *i + ^jz/j • ^8 • 

Die neun KoefGzient^ en, e/s, . • . sind jetzt die Kosinus 
der Winkel^ wridie die Achsen des beweglichen Koordi- 
nwteiMystens mit denen des ruhenden einschließen. Aus den 
Gleichungen (20) folgt sofort 



(21) 



et = c/i • €i + ejji • eu + enii • ^uif 

«1 — «71 • «7 + «7/1 • «7f + Snn • «777> 
. «8 = «78 • «7 + «7f71 • «TZ + «71/8 * «TZT • 



Es sind also die Komponenten des Botationsvektors für den 
ruhenden Baum mit Bücksicht auf die Gleichung (18) in 
Nr. 108: 

ll — C/i • Ij + eni • ^77 + «7ZI1 • ^7771 

(22) < Xf = €/i • Ij + c/71 • in + ejnt • ^tzz > 

. ^8 = «78 • i'I + «778 • ^n + «7H8 * ^7Z7 • 

Setzt man die Ausdrücke für ej,€u,€m aus den Glei- 
chungen (20) in die Gleichungen (12) bis (14) in Nr. 107 
ein^ so erii&lt man die bekannten Belationen, welchen die 
neun Kosinus stets genügen müssen. Jede Position eines 
um einen festen Pimkt bew^lichen starren Systems ist 
nach dem vorstehenden durch das Größensystem 

«71 f «71 » «78 } 

«7/1 1 «771 1 «778» 
«IL71 } ^ms 9 «7778 

vollständig festgelegt 
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HO. AuBdrtteke cbr neun Kosinus doroh die Komponoatan 
Um Rotaflonsvekton. In der Formel 



Ax^ 



1 + 



j^[lx+X{Xx)] 



bezeichnet x den Vektor eines beliebigen Punktes im be- 
w^lichen System und Ax seine Änderung infolge der 
Bototion (^/^). Wir wählen nun als Anfangsposition die 
Decklaee der beiden Achsenkreuze. Setzt man also x^\f 
so wird x + Ax^li, d.h. Ax^ej'—ei. Unter dieser 
Annahme gewinnt man die Beziehung 



€/ — ci = 



1+A» 
Hieraus folgt sofort: 

ejli — 1 = cn — 1 
d.h. 



[>lci + >li-X-i».ii]. 



1+i* 



W-i'), 



(23) 



femer 



en^l + j-:^,{Xl-X'), 



c/i = 



«iS 



{^+k^)y 



1 + i» 

j I ij( ^ 4" ^1 ^) • 



Aus der analogen Gleichung 



«jj 



folgt 



"^^ "" r+i»^^** "*■ ^ *^ ~" ^**^^^ 



(24) 



«i/i 



j I jj2 ^ ^ H" ^ ^) * 



2 



czr»"" 



1 + i» 



(^ + ^^). 
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Endlich geinnnt man ans 

noch die Ausdrücke: 

«21/1= ^ , j^> (^ + ^ ^) > 



(25) 



2 
«iiit= j37^(--^i + ^^)* 

2 

«ms = 1 + Y+i^ ^^ "" '^'^ • 



In diesen Gleichungen ist 

X'^ii + ii + ii 

zu setsen. 

Den Einheitsvektor tj in 

1^ man am bequemsten durch Polarkoordinaten ß (Breite) 
und X (liSnge) der Drehachse fest Dann ist 

fj^ «. cos/JcosA , 17, ~ cos^ sinA , tj^ » sin^ . 

Aufgabe SO. Man berechne die neun Kosinus ffir den 
besonderen Fall ß^ZO^, A«48o, ^:=36<^ nach den 
Foimehi (23) bis (25). 

111. Die KompoDontfiii des Rotettonsvekton ab Fankflonai 
dir neun Kosinus. Aus den Gleichungen (23) bis (25) erhalt 
man zunächst 

also . 

(26) i + A« = —— -————. 

Da nun weiter 

4 4 

(27) ; ^"^* "*" 
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folgt, so sind alle Komponenten von I durch die neun 
Kosinus ausgedrückt 

Aufgabe 51. Man bestimme aus den Gleichungen (26) 

und (27) ig |.. 

112. Zusammensetiuiig von Rotatfonen um sieh sehneidraide 
Aehsen. Ein bewegliches System mit einem festen Punkte 

gehe infolge der Rotation [I] ans einer Anfangsposition {A) 
in eine Position {A^, Hierauf werde es durch eine zweite 

Botation [I^ in die Position {A^^ übergeführt Es handelt 

sich nun darum, diejenige Botation [Jf^ zu finden, welche 
das System unmittelbar aus der Lage (A) in die Lage {A^^ 
bringt 

DieVeränderung des Vektors eines beUebigen Punktes Xist 

(a) Jx « 2 • -i r , 

wenn f den Vektor der Sehnenmitte des betreffenden Weges 

bedeutet Den Effekt der zweiten Botation [I'J drücken wir 
aus durch die Gleichung 

(b) J^=2-IV, 

Nun ist 

f ^x + ^Ax und f^=x + Ax + ^/i'x. 

Die ganze Änderung (A'^x) infolge der beiden Botationen wird 

(c) A''x =^ Ax + A'x . 

Soll diese Änderung durch eine einzige Botation hervor- 
gebracht werden, so muß 

(d) J''^ = 2-r?' 
sein und es ist 

r'==^x + iA''x 

zu nehmen. Es bestehen also die Beziehungen 

(e) r = r"~|J'^ 
und 

(f) r'=r"+iJ^, 

Wir bilden zuerst die Gleichung 

^Ax ==Ir^ I?'- |X73^. 
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Hier setzen wir A'x aus Gleichung (b) ein und erhalten 



\Ax «Ar"- i(2'r0 = Ar"- l^Vr") - \X{}:Ax) . 
Mit Verwendung der Abkürzung x « 1 — ÄP wird also 

(g) |x-Jä = I?'-I(Fo. 

Durch einen ganz analogen Oang der Beohnung eihSlt man 
zweitens die Gleichung 

(h) ^x.J'^=-Fr"-A'(r"A). 

Folglich mit Bücksicht auf die Gleichungen (c) und (d): 

X .F?'= !?'+ rv'- i(Fö -Ä^pT) . 

Nun ist aber 

XiJ^ + W^+'i^V^^o. 

Mithin wird 

X .FP'= Ä?'+ iV'- (IIÖ»^' . 

Da diese Beziehung für jeden Wert von r" gültig sein muß, 
so ist 

(28) x.X"=X + X'"-IÄ'. 

Diese Gleichung drückt die Abhängigkeit des resultierenden 

Botationsvektors A" von den gegebenen I und I' eindeutig 
aus« Um nun auch die Lage der neuen Achse ^'' zu er- 
kennen, bilden wir aus Gleichung (28) das Produkt 

X . XI''- IT'- i(no 

und hieraus 

Ebenso einfach folgt 
Es wird also 

Setzt man jetzt der Fig. 66 entsprechend 

und bezeichnet man die entsprechenden Winkel des sphä- 
rischen Dreieckes, welches durch die Endpunkte der Ein- 
heitsvektoren 1^, fj^ rj^^ bestimmt wird, mit Ä, B,Cj dann 
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folgt WOB der leftslen Gileiduiiig 

tORß COBA • tg-^ ^ 8md^008J?-tg— . 

Diese Bedehang wird identisdi mit der l^uisfcnriiiel 

maß maA '^anx sinjff 



for 




Um die Amplitade der resultiereiideii 
Diehmig za bestimmen, quadrieren 
wir die Gleichang (28) mid eriialten 

^ x^ . r « « A» + A'« + 2(1 Äo + ^'^ 1 

also 

^J ;«»(1 + A''*) « l + A» + A'* + A*A'». 
^ Nmi ist aber 

;j = l-tg-_tg_oosy 



und deshalb: 



(29) xcos-^cos-^ = oos — oo8>^ — sm— sm-^oosy« 
Folglich 

(30) C08-^ = 008~C0S-^r Sm-^Sm — COS}^ . 



Nimmt man also in der Fig. 66 = -^, so gibt dieselbe 

den geometrischen Zusammenhang der in der analytischai 
Bechnong aoftretenden Großen. 

Man erkennt ans der Gleichung (28) auch ohne weiteres, 

daB die B^ihenfolge der gegebenen Botationen [Ä] , \if\ nicht 

vertanschbar ist, ohne ^^ zu andern. ^ behalt swar bei 

der umgekehrten Folge denselben Wert bei, aber die 

Achse f}^^ kommt in eine andere Li^^ die leicht an- 
zugeben ist. 
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118. ZasamnwDsetemg von RotetioiMii tndlieher Ampittiide 
mn windsdiiefe Aehsso* Die Lösnne dieses Problems ist für 
die Geometrie der Bewegung von fundamentaler Bedeutung. 
Denn sobald gezeigt ist^ daß sich immer zwei Botationen um 
windschiefe Achsen finden lassen, deren Folge einer ge- 
gebenen Sohraubung äquivalent sind, ist zugleich nadi- 
gewiesen, daB sich die allgemeinste Bewegung des Raumes 
in Rotationen auflosen laßt und es zeigt sich, daß man als 
Elementarbewegung nur die Rotation aufzufassen hat 

Die erste Rotation [Illc] erfolge um eine Achse ^, die 
durdi den Endpunkt von c geht. Analog ist die Rotation 

[Ä'll?] aufzufassen. Entsprechend diesen Festsetzungen ist 

|J5 = 2(r-c) und | J'^ = ^'(r'- cO . 
Die fiquivalente Schraubung bringen wir in die Form 

Jetzt hat selbstverständlich die Translation ef' die Richtung 

von vj'^ oder — was dasselbe ist — von V' und die ge- 
forderte Äquivalenz wird ausgedrückt durch die Beziehung 

V'x ^Ax + A'x . 

Für die Vektoren der Sehnenmitten gelten die Gleichungen: 

f'^x + ^Ax, f^^x + Ax + \A^x , f^'^x-\- \A"x . 

Man hat also ffir die erforderlichen Eliminationen die Formeln 

r = r"= ^jTx + \r, r^r'+\Ax + \r. 

Der Gang der Rechnung ist jetzt demjenigen der voran- 
gehenden Nummer durchaus analog. 
Man bildet wieder zunächst 



\Ax^ X{r - c) - A(r"- c + ^O - i^ • ^'^ 
oder 



\Ax = i(r"- c + iO - ^ [W- C + iO] - ii(i'- ^^) • 
Hieraus folgt 

<a) |x.J^-A(r"-c + iO-i[A»^-c'+ie'0], 
wo wieder ^ 7v 
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gesetzt ist. Ebenso eigibt sich 



(b) {x'J'x = ly- </ + i O + l'[A(r"- c + i e")] . 
Man erhält also durch Addition 



I X . tr« = (A + AO *"- ^(^'O - xyx) 



- Ic - iv + ipvf- ,^1^ 

oder 

|x . b"« = (A + 10»^— {x xy 



+ i(A+io«"-ia>i')«" 



- ic - A'c'+ X{X'&) - A'(Ac) . 
Dies ist aber gleich 

x-r(r"-c'0 + ix-e". 

Deshalb wird, -wie bei der Znsammensetztmg von Rotationen 
mn sich schneidende Achsen: 

x-X"^X + X'-XX' 
und außerdem 



(c) ix. r- X • rc" Xc- X'(!-\- A(i'cO - A'(il c) . 

Zur Vereinfachung dieser Gleichung legen wir den Bezugs- 
punkt der Vektoren in den Endpunkt C von c und setzen 'S 

deich dem kürzesten Abstände A der beiden g^benen 
Botationsaohsen, so daß 

(d) \x -r-x' F?'= -r*+ i(F^ 
wird. Die Elimination von e" ergibt nun 

(31) X • i"(r o - ^^OT - (I Xo • ^ = 

als Gleichung der resultierenden Schraubenachse. 

Jetzt bleibt noch der Parameter ef' der entsprechenden 
Schraubung zu bestimmen. Wir nehmen hierzu die Glei- 
chung (d) in der Form 

und bilden daraus 

.jx . A'V V'irk - (lio • (^"*) 

i X . r c"= i'A"*- {X x") • (r *) . 
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Aus x^r^l + i'-Uf 

und hieraus — _ 

Mithin wird 

Femer erhalt man 

so daB die einfache Gleichung 

folgt Beachtet man hierin noch die Beziehung 

* *' *" 

X cos — cos — = cos -75- , 

so wird vom Vorzeichen abgesehen 

(32) ^6"sin-y = sin-^sin-^sinp^'Ä;. 

Diese schöne Formel wurde von Bodrigues'^) gefunden. 
114k Die EaleradMU PMtttonswinkeL Die Komponenten 

Ky^^K ^^ Botationsvektors I haben wir bereits (Nr. 110) 
als ein Hilfsmittel kennen gelernt, um die Lage eines um 
einen festen Punkt bewegliäen starren Systems festzulegen. 
Euler hat zum gleichen Zwecke drei Winkel benutzt und 
ist dadurch zu einer Darstellung der drei Positionsvektoren 
Ci> ?zf> ^JZ7 gehmg^ die vielfache Anwendungen gefunden hat. 
Ausgehend von der Decklage des beweglichen Systems 
und des ruhenden Baumes dreht man zunächst um die 
Achse \ entsprechend der Amplitude <p. Aus der Gleichung 

^= cos^«^ + wx^^rfx 

folgt dann fOr diesen Fall 

ej = COS9) • \ + sin^) • % , 

(a) - ej = COS9? • \ — sin99 • \ , 

*) Des lois g^metriques oui r^gissent les d^placements d'un 
Systeme solide dans l'espaoe. Joum. de Liouville. Paris 1840. 



L 
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Hierauf dreht man das System weiter um die Achse e^ mit 
der Amplitade tp. Dieser zweiten Botation entsprechen die 
Gleichungen 

|e{^ = cos v' • e^ — siny^ • ^ , 
^'= cosy • «8 + siny; • ci . 

Endlich lasse man eine dritte Drehung um die Achse ej^ er- 
folgen mit dem Winkel x* Dann ist 

(c) I In = 008;|r . ^'+ sin;|r • ^', 

l «XJ7 = C08;u • €3 — sin;|r • ^' . 

Aus diesen Gleichungen folgt in Verbindung mit (b) und (a): 

ej = 6/1 • «1 + c/2 • 1% + eis • «» } 
In = ein • «1 + ^u% • €| + ens • «s # 



wonn 



(33) 



€11 '^ eostp QOBq) y 

sm »— cos;|rsin9) + sin;i^coe9>sinY^ , 
enii = 8in;|^ sin^? + ^^^X cos?' 8U^ V » 
€1% » coev^sin^) ^ 



e//s » ccMS;|r cos^» + 8in;i^ sin^? • siny; , 
curi ** — 8in;|fCOS9? + cos;i; sin^ sin^ , 
gj, 8 — siny; , 
€ns — 8in;|r • coe^ , 
fijzrs "= cos;|rcoev^ 

zu setzen ist 

Man kann auch umgekehrt die drei Positionswinkel q), tp, x 
aus den neun Kosinus bestimmen. Denn es ist 



(34) 



tgq>^ — , 



sinv = — 6/8, tg;|r = 



Sun 



Sollten sich Schwierigkeiten in der Wahl der Quadranten 
einstellen, dann entscheidet man dieselben durch die Kon- 
trolle der Gleichungen für eni > en% 9 cjzzi y snn • 
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Aufgabe 62. Nachdem in Au%abe 51 die nenn Kosinus 
berechnet sind, bestimme man die Positionswinkel <pyy)jX. 

116. Ablettung des Rotaflonsvekton aus den Lagen von 
iwri Ponklen des Systems. Durch die Angabe der Lagen 
von drei nicht in einer Geraden liegenden Punkten eines 
starren Systems and durch eine Festsetzung der positiven 
Richtung der Normalen zu dem entsprechenden Dreieck ist 
die Position dieses Systems vollständig bestimmt. Im FaQe 
der Rotation um ein festes Zentrum sind also die Lagen 
von zwei Punkten X, Y des Systems in der Anfangs- und 
Endposition ausreichend, um die Richtung der Drehachse 
und die Amplitude der Drehung zu berechnen. Für den 
ersten Punkt gilt die Beziehung 



(a) 



\ Ax ^ X(x + \Ax) 



und für den zweiten 



(b) i^y = A(y + i^y). 

Wir nehmen nun an, daß die zwölf Größen 



"h.}. ""tf ^> '<^^> 


4«j. 


^a«, 


»t» Ä» y«» '^yif 


^y«, 


^y» 



aof ii^end eine Weise bekannt geworden sind. Jetzt kanik 
man aus den Komponentengleichungen 

i Ja?i =. i^{x^ + i Jai) - ^8(^2 + i^^) y 
ig und l^ bestimmen. Man findet 



(c) 
und 

wenn 



Di, = -i 



I>'h-= i 



-^yi > y» + i -^y« 

Axi, Xg + ^dxt 

^!fi> y« + i^y8 



D = + 

HeuB, Kinfimatilr. 



x^ + ^Ax^, Xs + ^Ax^ 



12 
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gesetst ist Verwendet man non in gleicher Weise 
Beziehnngen: 

so wird 

(e) ly. 



US. 



mit 



ly-ii 



ly^ 



, = -i 


^y»> 


ys + i^ys 


- i 




yi + i^yi 


X, + ^Axg, 


a^ +iAzi 


ys + i 


^ys, 


yi + i ^yi 



Die Werte für X^ aas den Gleichungen (d) und (e) mässen 
übereinstimmen. Gleiches gilt fOr ^ und i^, wenn man 
noch die Beziehungen für Ax^ und Ay^ benutzt. Dies ist 
möglich, da die zwölf gegebenen Koordinaten drei Bedingungen 
genügen müssen. Zunächst folgt aus den Gleichungen (a) und (b) 



d.h. 



Ax*x + \Ax = , Ay'P + \Aif = 0, 



(oc) Ax^{x^+^Axy) + Ax^{x2+iAXi) + AxsiXs + iAx^):^0 
Femer folgt aus den Gleichungen (a) und (b) 



i{Aff — J5) = A[y — a; + i{Ay — Ax)] . 
Demnach mu£ auch 

(Ay-^Ax)\p-x + i{Ay--Ax)] = 
sein, oder 



(y) 



{ 



Ayi{Xi+^Ax^) + Aff2{x^+^Ax2) + Ay^{x^+^Ax^) 



+Axi(y^+^Ayi)+Ax2(y2+iAy2)+Axs(ys+i^yji) = 0. 

Sind die Bedingungen (a), (ß)^ {y) tatsachlich erfüllt, so laBt 
sich auch zeigen, daß umgekehrt die oben berechneten Werte 
von Xiy X^j i^ die Gleichungen (a) und (b) identisch erfüllen, 
sowie die analoge Gleichung für jeden dritten Punkt i, der 
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mit den Punkten Xyf in starrer Verbindong steht, daß also 
jede Bew^uDg des starren Körpers, bei wdcher ein Punkt 
desselben fest bleibt, mit der Rotation um eine eindeutig be- 
stimmte Achse identisch ist 

Wir werden auf das im vorstehenden behandelte Problem 
in der ,,Phoronomie'' des starren Korpers (Dynamik) zurück- 
konmien. 

B) Kinematische Elementarrektoren am starren System. 

116. Übergang lu unendlich kleinen Wegen. Geeehwiiidig- 
keit In der Differentialgeometrie, welche die Eigenschaft^ 
der krummen Linien und Flachen behandelt, geht man von 
einem Raumpolygon aus, faßt zwei oder drei aufeinander 
folgende Seiten desselben ins Auge und laßt dann ihre 
Richtungsdifferenzen und ihre Langen unendlich klein werden^ 
um zu einer Grundlage für die ^eorie der Kurven zu ge- 
langen. Ganz analog verfährt man in der Kinematik mit 
den Positionen eines beweglichen starren Systems. Betrachten 
wir in diesem Sinne die Gleichung für die allgemeine aus 

Translation Ac und Rotation [X\\c\ bestehende endliche Ände- 
rung des Vektors eines Systempunktes 



(a) Ax-^Ac + 2X{X'-c), 

bedeutet und lassen wir darin Ac unendlich klein (= de) 
und ebenso die Amplitude der Rotation unendlich klein 
(= (2i9) werden, so filUt offenbar der Vektor der Sehnen- 
mitte r mit ^ zusammen, wenn wir nur unendUch kleine 
Größen der ersten Ordnung beachten. 

Die obige Gleichung geht jetzt über in 

dx^dc + 2tg(id&) 'fiix — c). 

Bei unserer Voraussetzung über die Größenordnung der 
Inkremente wird aber 

2tg(^dd) = rfd 
zu setzen sein. 

4 

Gleichung (a) nimmt also jetzt die Form an 

(b) dx = de + d&»i]{x — c) . 

12* 



180 IQ- Absohnitt. Kinematik de« stairen KCrpera. 116. 

Betrachtet man alle veränderliclieii Größen als FimktioneD 
dar Zeit z, dann folgt ans Gleichung (b) die Beziehung 

dx de d'& — ■ 

welche im allgemeinen nur endliche Gröäen enthält Es ist 

dx 
jetzt -T— = " die Etementargescbwindigkeit des System- 
^ pDnkte8(^) in seiner Bahn, 

^ die augenblick- 
liche TranalatioDB- 
;e8chwindtgkeit des 
Syatems nnd 

d* _ „ 

dT"'-"' 

die WinkelgesehwiD- 
digkeit deesäben. 

Statt der Oleiohtmg (c) 
kann man also auch 
schreiben 




dz 



t„{x-e). 



Diese fundamentale For- 
Fig.8T. inel folgt anch unmittel- 

bar aus der geometrischen 
Anschauung. Denn beachtet man (Fig 67), daß die Oe- 
Bohwindigkeit des Punktes X die Richtung von dx hat and 
demnach senkrecht auf rj (also auch auf W) und auf x — c 
steht, so muß sie die Richtung von 

a>{x~c) 
haben. Der absolute Wert dieser GrSße ist 

a> . x — CfOD^jx — c) . 
x — cwn(w/ic — c) ist aber gleich FX=a. Folglioh wird 

o>{x — c) — o-o» . 
Hao hätte also die Gleichung (1) oaeb dieser Überl^;ai^ 
unmittelbar hinschreiben können. 
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Denkt man sich die Gleicbnng (1) for jeden Punkt des 
beweglichen starren Systems hingeschrieben^ so erhält man 
eine unendliche Mannigfaltigkeit von Großen v, welche man 
das^yGeschwindigkeitssystem^' des starren Körpers nennt. 
Gewisse Elemente dieses Geschwindigkeitssjstems besitzen 
besondere Eigenschaften. So kann man z. 6. die Frage 
stellen: Weldies ist der Ort aller Punkte des starren 
Körpers^ deren Geschwindigkeiten auf eiae durch den Ein- 
heitsvektor 1 bestimmte Richtung im Räume projinert eine 
konstante Ghroße p ergeben? Jetzt wird 

et? « fi-r — |- ecD{x — c) ^p 

oder ,_ 

o) e(x — c) = 6-= p . 

Die Bedingung wird erfüllt durch 

entsprechend der Gleichung einer zu 1 parallelen Geraden 

€{X'-e) = , 

welche durch den Endpunkt von e geht. 

Unter dieser Annahme wird die obige Beziehung 



de 



oder 



(o e(e — c) = e -^ p 

ar 



t— V -de 



Nun ist aber 

gleich der kürzesten Entfernung der beiden Geraden 
riix — c) = und c(ic — a) = 0. Folglich wird 

- de 

e p 

Je ^ . 

Die verlangte Eigenschaft besitzen also diejenigen Geraden 
des bew^ten Systems , deren kürzester Abstand von der 
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Rotationsachse multipliziert mit der Winkelgeschwindigkeit 
gleich der Differenz der Projektion der Translationsgeschwin- 
digkeit auf die gegebene Richtung und der Oröße p ist. 
Aus dieser Betrachtung folgt auch ohne weiteres der Satz: 

,^D%e GeschumdigJceiten dUer^ in derselben Geraden 
liegenden Punkte eines starren Systems haben gleiche 
Projektionen auf diese Qerade.^^ 

117. Momoitanzentnim bei der ebenen Bewegung. Be- 
de 
zeichnen wir die Translationsgeschwindigkeit -r- mit ty so ist 



V = t+ (o{x — c) . 




Fig. 68. 



Für die Punkte einer in der ruhenden Ebene bew^ichen 
Scheibe steht oF = a> • ^ beständig senkrecht auf dieser Ebene. 
Wir können also mit Beibehaltung unserer früher benutzten 
Bezeichnungen i] = eni setzen^ oder auch 



i; = fii&j = ejen 



Man erkennt nun sofort den Einfluß einer Verlegung des 
Rotafionszentrums C (Fig. 68) nach einem andern Punkte C* 
der Ebene aus der Umformung 
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Wenn sich die Scheibe ohne Änderung des G^schwindig- 
keitssjrstems seiner Punkte mit der Winkelgeschwindig- 
keit o) um G* drehen soll, so muß das System eine andere 

Translationsgeschwindigkeity nämlich < + ^(^ — ^) erhalten. 
Diese wird zu Null, wenn die Beziehung 

< + a)(c* — c) = 

erfolgt ist Hieraus kann man den Vektor (* — c=^ s^ ent- 
wickeln. Denn es ist 



oder 

d.h. 

(2) 



a)<-}- co{a)je;*) = 
o) ^ — ö>* • ;8i* = , 

(* — c = s^ = —i(ot. 



(O 



8 



Dieser Wahl des Botationszentrums entsprechend wird 
(3) V = a}(x — c*) = (o{z — s^) . 

Man nennt den Punkt C% um welchen die Scheibe zur 
Zeit T ohne Translation rotiert; das Momentanzentrum. 
Seine Lage ist durch die Gleichung (2) vollständig bestimmt. 
Aus der Gleichung (3) ergibt sich sofort eine wichtige Eigen- 
schaft desselben, welche die 
geometrische Konstruktion ia 
aer einfachsten Weise ge- 
stattet. Es ist nämlich 

(4) 



X — (fv = . 

,,Die- Verbindungslinie 
jedes Systempunktes mit 
dem Momentanzentrum 
steht also auf der Ge- 
schwindigkeit dieses 
Punktes senkrecht.^' 

Um hiemach das Mo- 
mentanzentrum ffir die Be- 
wegung der Lenkstange 
(Fig. 69) CD zu finden, hat 
man nur Senkrechte auf Ve und vj) zu errichten und er- 
hält C* als Schnittpunkt derselben. 




Fig. 69. 
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Es genügt also immer die Kenntnis der Bew^ungs- 
richtniügen von zwei Pmikten des SystemSi um das Momentan- 
zentmm konstruieren zu können. 

Aus der Gleichung (2) folgt noch die selbstverständliche 
Beziehung 

woraus man erkennt^ wie die augenblickliche Translation 

des Systems von der neuen Rotation um C* aufgenommen wird. 

118. Spurkurve und Polkurve der MomentameotraiL Die 

lagenbestimmenden Einheitsvektoren Ij, en lassen sich durch 




'^ 



/^J 



Fig. 70. 

die festen Vektoren 1^ , 1^ und die Amplitude i9 bei der 
ebenen Bewegung ein&ch ausdrücken durch die Gleichungen 

(5) ?j= cost9* ?i + siQ^*^2 > «//= cosil?« &j — sinil>- «1 . 
Für 2 = a? — c folgt hieraus 

cosd(a^ — c^) — 8ind(a?i — Cj) . 

Man kann nun 0^ sowohl nach den Achsen im ruhenden Räume 
als auch nach den Achsen in der beweglichen Scheibe zerlegen. 
Die Gleichung (2) (Nr. 117) ergibt die erste Zerlegung 
in der Form 



(6) 






(7) 



cX 



<h. 



CO 



f Ca Cj 
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Faßt man hierin ^^ ^> ^i ^ und o) als Fonktionen der 
2ieit T auf^ dann stellen diese Oleichungen entsprechend dem 
Zeitverlauf eine Kurve (C^) in der festen Ebene dar^ welche 
wir die Spurkurve (der Momentanzentren) nennen wollen. 
Nach den Oleichungen (5) ist nun femer 

jgfj = cosd((^ — Ci) + 8ind{(5 — Cg) , 
ig*j = cosd(c5i — c^) — 8inil>(cJ — Ci) , 
also mit Berücksichtigung von Gleichung (7) 

g* = — cosd • — + sind • — , iefrr = cosd • — + sind — 

(O CO CO (O 

oder 

(8) '^ = —^' '"='-^' 
WO also 

(9) tj = cosd • ti + sind • fe , tu = cosd • ^ — sind • ti 

zu nehmen ist. 

Betrachtet man jetzt in den Gleichungen (8) tj, tu und co 
als Funktionen der Zeit x, dann stellen sie die Gleichungen 
einer Kurve (Cj) dar, welche mit der beweglichen Scheibe fest 
verbunden ist Wir nennen sie die Polkurve (der Momentan- 
zentren). Sie rollt während der Bewegung des Systems von 
der Spurkurve ab. Man vergleiche Nr. 152. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, daß man bei 
zwangsläufiger Führung der Scheibe in den Gleichungen (7) 
und (8) statt der Zeit (r) auch einen beliebigen geometrischen 
Parameter (z. B. den Kurbelwinkel in Fig. 69) wählen kann. 

119. GeBehwindlgkeit einer Sehraubung. Im allgemeinen 
hat die Translationsgeschwindigkeit i in der Grundgleichung 

eine beliebige Richtung im Baume. Wird aber im be- 
! sonderen Falle 

(10) v = t'^+(o{x — c)y 

so stellt V die Geschwindigkeit einer Schrauben- 
bewegung dar. Aus der Beziehung 

rjv = t 

geht hervor, daß die Translationsgeschwindigkeit die Projektion 
der Elementargeschwiudigkeit {% auf die Schraubenadbse ist. 
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Femer folgt ans Gleichung (10) 

Hierin ist aber 



r = rj{x — c) 

der Abstand des Sjstempunktes X von der Schraubenachse. 
Es wird also 

(11) t;2 = ^2 + (rö))2. 

120. Zentralachse eines Geschwindlgkeitss^ms. Die Frage^ 
ob ein allgemeines Greschwindigkeitssystem momentan durch 
die Geschwindigkeit einer Schraubung um eine zur ursprüng- 
lichen Rotationsachse parallele Achse ersetzbar ist, läßt sich 
sofort aus der Grundgleichung 

V = i+ o}{x — c) 

beantworten. Denn bringen wir dieselbe in die Form 



V = t+ (0{(f— C) + (0{X--<f) y 

so mu£ 

sein^ wenn jp • ä> die Translationsgeschwindigkeit der 
suchten Schntubung bedeutet Es folgt zunächst zur 
Stimmung des Parameters p die Beziehung 




und darauf 


'< + 


co^.p = 


t(0 







CO 

oder 


(o[(o{(f- 


-e)\- 

(O^'if 




Setzt man jetzt 

(12) 

SO wird 


V- 
coi 


C)»(0 — 


— c 


^0. 



(o^ • a>(</ — e) = . 

Die Punkte^ nach welchen der ursprungliche Botationspunkt C 
verschoben werden mufi^ um eine äquivalente Schrauben- 
geschwindigkeit zu erlangen; liegen also auf der Geraden 

(13) W^" , 
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welche die Zentralachse*) oder Schraubenachse des 
Gefidiwindigkeitssystems genannt wird. Sie gebt dardi den 
Endpunkt von e, dessen Kicbtung and Lange aus der 
Gleiobung (12) eindeutig gefunden werden kann. 

Konstruktiv ei^bt sieb die Zentrakcbse nacb Olei- 
cbung (12) ebenso änfacb. Man ziebt durcb den Punkt C 
eine Gerade, welebe senkreobt auf der ursprünglioben 
Botationsacbse und auf der Translationsgescbwindigkeit des 
starren Systems stebt und tragt darauf im positiven Sinne 

die Strecke ^^^ ab. Durcb den Endpunkt dieser 

CO ,- 

Strecke ziebt man eine Parallele zur gegebenen Botationsacbse. 

Wäbrend der Bewegung des starren Korpers ändert die 
Zentralacbse im allgemeinen bestandig ibre Lage ganz analog 
wie das Momentanzentrum bei der eoenen Bewegung. Dem- 
entsprechend kann man die Lagen der Zentralacbsen sowohl 
im ruhenden Baume als auch in dem beweglichen System 
verfolgen. Ffir die Mechanik haben derartige Untersuchungen 
aber nur in einfachen, geometrisch übersichtlichen Fällen 
einen greifbaren Wert, auf die wir später eingeben werden. 

121. Der Vektor der WInkdgesehwindigkeit aus den Bahn- 
güdiwindlgkeiten von drei Punkten des Systems. In der Formel 
für das allgemeine Gescbwindigkeitssjstem 

(a) v^ p*ci) + (o{x — e) 

entsprechend der Schraubenauffassung wollen wir jetzt die 
Orö£en p, iö und e bestimmen, wenn v für drei Punkte 
xffäf%y des starren Körpers bekannt ist. Wir b^innen 
mit der Berechnung von ö> aus den drei Oleichungen 



t/ =p»a} + (o{af— e) , 



(b) 



i/' = 2? . o) + (oipt'— e) , 



V''=:p.cö+(o{af"—e), 
Hieraus gewinnt man sofort die Beziehungen 



(c) 



tf'- ff= m{?i'— 3f) , fT- «*= o>{ar- af') , 



lf-ff"=.(0{3f-3f^. 



*) Soh«ll gebraucht die Bezeichnung Windungsaohse. 



188 HL Absohnitt. Kinematik des starren KOrpers. 12L 
Es müssen also, damit die Aufgabe losbar sei, die Bedingungen 

(d) - . 

erfallt sein. Femer erkennt man, daß 



(e) är=^.(t/'--tO(t/"-t/0 

sein muß. Es bleibt demnach nur der Faktor ^ zu be- 
stimmen. Dies kann durch Benutzung der Oleichung (o) 
geschehen. Die erste derselben gibt 

trZ^=^.[(t/'-tO(t/"-t/0](^'-^ 

oder nach der Entwicklungsformel und mit Rücksicht auf 
die Gleichung (d): 

Folglich wird 

Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist also vollständig 
bestimmt durch die Formel 



Man kann noch andere Ausdrücke für öT aufstellen, die bei 
den Anwendungen als Kontrollformeln dienen. Gegenwartig 
mag die eben abgeleitete Form genügen. 

Zerl^ man ä> aus Gleichung (13) in rechtwinklige Kom- 
ponenten a>i, a>2 , ct>3 nach dem ruhenden Achsenkreuz, so er- 
hält man für die Richtung der Rotationsachse die Ausdrücke 

Ö>1 Cüg COg 

^^^^' ^^=^' ^«=^^ 

WO 

ö>2 = cof + 0)1 + Ö>8 

ist Es bleibt also nur noch die Lage der Zentralachse und 
der Parameter jp der zugehörigen Sc&aubung zu bestimmen. 
Die letztere Größe folgt sofort aus irgend einer der Glei- 
chungen (b) z. B. 

(14) lüxt = jp . CO* ♦ 
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Die folgende konstruktive Lagenbestimmang der Schrauben- 
aohse hat Poncelet"') mit Benutzung der Projektionsmethode 
durchgeführt 

122. Qrtbogonale Projekfloii. Wir legen die Bildebene 
durch den Anfangspunkt der Vektoren (Fig. 71) und be- 
zeichnen den Einheitsvektor ihrer Normalen mit t}. Die 
Gleichung der Bildebene ist dann 

^5 = 0. 




Fig. TL 

Aus der Anschauung folgt sofort^ daB zwischen einem Vek- 
tor OA = ä und seiner orthogonalen Projektion OAff => ä^ 
aqf die.angenossiaene BUdebene die einfache Beziehung 



(15) 

besteht. 

Es ist also auch 



»11='— ^(«7«) 



(a) 
und 

(b) 






*) Dieselbe Aufgabe wurde in gleicher Weise später von 
Ohasles gelöst 
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sowie 

(c) (^)^ -= rfä , 

wo immer die Projektion durch den Index ri angedeutet ist. 
Durch Benutzung der Gleichung (14) kann man alle ele- 
mentaren Eigenschaften der orthogonalen Projektionen ana- 
lytisch entwickeln. 

Ist z. B. der durch den Einheitsvektor 1 orientierte E[reis 

x = ä cosd + Tä sind 

auf die Ebene mit der Normalen n m projirieren, so er- 
gibt die Oleiohung (15) sofort 

^ly = »17 • cosd + [Fä — (^- Tä) • if] sind . 

Legen wir ä in die Schnittlinie der Ereisebene mit der Bild- 
ebene, dann wird äf^ =ä und 

Xtj =ä cosd + ^ • cosy sind , 

wenn der Winkel zwischen tf und 1 (Neigungswinkel) mit y 
bezeichnet wird. 

128. Poneelets Konstrukflon der Zentralaehse. Unsere 
Grundgleichung 

V = p • (ö + co{x — e) 

zeigt unmittelbar^ daß 

(öv = CO [(o{x — e)] 
ist^ also auch 

ffv = (o^rj [rj{x — e)] , 

wenn wir zum Einheitsvektor der Achse übergehen. 
Wählen wir nun die Ebene durch die Endpunkte der 
Strecken x^ + l/, ^'+ «^' inid ^''-(-v"' zur Bildebene, so 

enthält dieselbe offenbar die Strecken t/'— 1/ und t/''— t/'. 
Nach Oleichung (13) in Nr. 121 steht diese Ebene demnach 
senkrecht auf der Zentralachse und der Übergang zur Pro- 
jektion ergibt nach der bisherigen Bezeichnung die Oleichung: 

v^ = a}'[ri{X'-e)]ri 
oder nach Gleichung (c) in Nr. 122 

v^ = (0'i](x — e) . 
Hieraus folgt 

l^n^'CO'fjlrjix — e)]^ 



V^f 



o> • a?„ — e„ , 
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(Lh. 

mithin auch 

Vt, • ä:,, — e, = . 

Dies ist aber die Gleichong einer Geraden in der Bildebene^ 
welche senkrecht zn v^, steht und durch den Punkt ^ geht 
Beziehen wir also diese Eigenschaft auf zwei der gegebenen 
Punkte X% X'^ und ihre Geschwindigkeiten V und 7'^ so 
stellt sich der Vektor e. des Durchstichpunktes der Zentral- 
achse mit der gewählten Bildebene als Schnitt der Bildgeraden 



ffff'Oif —e^==0 und v: 



ßt 



(xfi - e, = 



dar. Um also diesen Durchstichpunkt E^ zu konstruieren^ 
hat man nur die Ge- 
schwindigkeiten Vy xf' in 
ihrer naturlichen Lage 
auf die Ebene (Fig. 72), 
welche durch die End- 
punkte der von einem 
beliebigen Systempunkte 
aufgetragenen Strecken 

OY'"^xf'' geht, zu pro- 
jizieren und durch die 
Bildpunkte XL^ X!^ der 
Systempunkte Jt% X' Senk- 
rechte zu diesen Projek- 
tionen (XLrj^xi'rp zu 

ziehen und ihren Schnittpunkt zu bestimmen. 

124. Klnematisehe Bedeutung des lineSien Komplezes. 
Durch jeden Punkt (a) eines sta;rren Systems gehen unend- 
lich viele Geraden von der Gleichung 




Fig. 72. 



€{X — a) = , 

die allen möglichen Sichtungen des Einheitsvektors e ent- 
sprechen. Wir wollen nun aus der Mannig&ltigkeit aller 
Systemgeraden diejenigen ausscheiden und zu einer be- 
sonderen Gruppe zusammenfassen, welche die Eligenschaft 
besitzen, daß die Geschwindigkeit (t;) jedes ihrer Punkte 
auf der Geraden senkrecht steht. Das allgemeine Ge- 
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schwindigkeitssystem denken wir uns in der Form 

(b) V =1+ öTx 

dargestellt. Unsere Bedingung verlangt dann, daß 

'ev = et+ ecox == 
wird. Die Anwendung der Yertauschungsformel gibt 

"et — cjex = . 
Setzen wir also in Gleichung (a) eä = e, so wird 

(16) lt — (oe = 0. 

Alle Geraden des Systems, deren Plückersohe Vektoren e 

und e für ein willkürlich gegebenes Yektorenpaar t und c5 
dieser Bedingung genügen, haben die verlangte Eigenschaft 
Ihre Gresamtheit bezeichnet man nach Plücker als einen 
,,lineären Komplex^^ von Geraden: Die Gleichung (14) defi- 
niert also den Komplex vollständig, wenn man noch be- 
achtet, daß 

sein muß. 

Möbius"') hat die Gleichung (16) in einer Weise ge- 
deutet, daß dieselbe die Quelle sehr schöner geometrischer 
Besultate wurde, von denen wir im folgenden die für die 
Elinematik des starren Körpers wichtigsten mitteilen wollen. 

125. Nullpunkt und Nullebene« Möbius nennt jede Gerade 

€(a? — a) = , 

welche dem Komplex (J, cS) angehört^ also nach Gleichung (16) 
der Bedingung 

et — (öTä =-0 

genügt, eine „Nulllinie'^ Bezeichnen wir nun mit I eine 
ungerichtete Größe, so ist 

Folglich geht die Gleichung (16) über in 

l*t^x — a — I«ä>^ä= 
oder 

(17) ix — a + öTä . 3p = . 



*) Lehrbuch der Statik. 1837. Bd. 1. 
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Dies ist aber die Gleichiing einer Ebene^ welche- durch den 
Endpunkt von ä geht. Jedem Punkte (ä) des Saumes 
(y^Nullpunkt^O 1^^ ^i^^ ^^ eindeutig eine ihn enthaltende 
Ebene — die ^^Nullebene^^ — zuordnen. Umgekehrt kann 
man nach Gleichung (17) zu jeder Ebene den Nullpunkt 
finden. Auch gilt^ wie man ohne weiteres sieht, der Satz: 

Ghhi die NuUd)ene des Punktes A durch einen he- 
utigen Punkt By dann geht umgekehrt die NuUebene 
des Punktes B durch den Punkt A. 

Diese Beziprozitat führt zur Konstruktion des Null- 
punktes einer g^ebenen Ebene. 

Bringt man die Gleichung (17) in die Form 

(t + Wa)x — a = 0, 

so erkennt man^ daß sie der unmittelbare Ausdruck unserer 
kinemati^dien Bedingung 

VaCÖ — a = , Va = t -\- (O a 

oder auch 

v^ X — a = , t7a, = ^ + (^^ 
ist 

12G. Konjugierte GeradOL Wir wollen nun zu jedem 
Punkte einer gegebenen Geradeü 

(a) i/(^~cO = 0, 

welche dem Komplex. (^, ä>) nicht angehört, nach der Glei- 
chung (17) die zugehörige Nullebenle konstruieren. 
Diese Schar von Ebenen 

if + löx) • x-^z = 

bestinunt eine zweite Gerade im Baume, welche als die 
,,Konjugierte'^ zu der gegebenen Geraden bezeichnet wird. 
Aus Gleichung (a) folgt 

^=^:?+ l*rj^y 

SO daß man aus der Gleichung 

(b) (J+ä>^)(^^=rc'-Z.^0 = O 

alle Nullebenen erhalt, indem man l die Werte von —oo 
bis +0O durchlaufen läßt. 

Heniiy Emematik. 13 
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Eb seien nun m und n zwei beliebige Werte des 
laufenden Parameters L Dann folgt aus 

(t + (ox) (a; — (f — »w • ^0 = 
und 

(ß+ wx) (x^d — n . i^') = 



^-f (OX = I[(a? — c') — m'tfW^x — if) — «-lyT, 

d. L _ 

^ -f ft) a? = I(n — w) • »y'(a; — c^ , 

wo I eine ungerichtete Große bedeutet. 
Wir setzen zur Abkürzung 

I(n - m) = A' 
und erhalten 

(c) wlp-A^^ + ^+>l'•?c'=0. 

Dies ist die Gleichung des Durchschnittes der beiden aus der 
Schar (b) willkürlich herausgegriffenen Nullebenen. Zur Be- 
stimmung des Faktors )! benutzen wir die aus (c) folgende 
BeziehunfiT - 

oder nach Anwendung der Vertauschungsformel 

Hieraus folgt 

Jöt 

Die Schnittgerade von zwei beliebigen Nullebenen ist also 
von der Lage der entsprechenden Nullpunkte in der Geraden 

fjy — c^ = 

unabhängig. Demnach schneiden sich alle zu den Punkten 
dieser Geraden zugehörigen Nullebenen in einer einzigen 
Geraden 

(19) arx + i+ ^= , 
wo zur Abkürzung 

(20) A'.^'=^', a)"=^-ä>' 

gesetzt ist Die zu (a) konjugierte Gerade ist hiermit voll- 
standig bestimmt. 
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XTbeiliaapt sind zwei Gieraden 

io\x — cO = , (ü'\x — c") = 

in Hinsidit auf die Vektoren i, ä> zueinander konjugiert, 
wenn nach den Gleichungen (19) und (20) die Beziehungen 



bestehen. 

127. QrfliogoDale Projektioii einer Geraden. Um die 
Baumgerade 

€(a; — a) = 
auf die Bildebene 

17 i = 

zu projizieren, bilden wir nach Nr. 122 die Ghroßen 

€1, = ""^(^ «) ™d ä,, = — ij(i2 a) 

und erhalten dann zunächst die Gleichung der projizierten 
Geraden in der Form 

(22) rfi^ • x^-^a^ « . 

Nun ist aber 

^'=--(^«)-^+ c 
und infolgedessen 

Endlich wird 

so daß man der Gleichung (22) auch die folgende Form 
geben kann 

(23) rß • x^ — a = . 

Hier liegen aber nicht mehr alle Vektoren in der Bildebene. 

128. Lage der Zentralacbse zu den konjugierten Aehsen. 
Wir legen jetzt den Anfang (0) der Vektoren in die Zentral- 
achse, 80 daß die Gleichung derselben 

wird. Die konjugierten Achsen sind dargestellt durch 



a}\x - e') = , <ji/\x — e'O = 

13' 
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und es müssen die Beziehungen bestehen 



\ (O'i 



weil jetzt i=p»7ö zu setzen ist. 

Wir bezeichnen nnn die kürzesten Abstände zwischen 
der Zentralachse (cS) und den beiden konjugierten Achsen 

(ö)' und a>'0 mit k^ und Jcf\ Der kürzeste Abstand zwischen 

den konjugierten Achsen selbst sei Je . Jetzt ist nach Nr. 22 



(owT *T(f ^{(o oJff) • o) ce>', 



-2 rr-. 



(b) \ (ü"m • r = (ö) cü'VO • a)"a> , 



Nach den Gleichungen (a) ist aber 

ce>"a> «= Wno' und ä>' • cö'V+ cö"» cüV = — i? co^ . 
Hiemach wird 



fS 73 



(c) { ST^'*. r = (öö'öiVO . STS', 



/« 7- 



d.h. 

Unsere drei Achsen liegen also in zueinander parallelen 
Ebenen. Man kann aber auch zeigen, daB die Zentralachse 
den kürzesten Abstand der beiden zugehörigen konjugierten 
Achsen durchschneidet. Zu diesem Zwecke projizieren wir 
das ganze Liniengebilde auf eine Bildebene, die zu den 
Achsen lö' und W parallel ist Ihr Lotvektor hat dann 

die Sichtung von a/a/' oder, was dasselbe ist, von 

a/co = V • a/(o und die Bildgeraden sind bestimmt durch 
die Gleichungen: 

(a)'ö)) o) • ^y = , (cd'cü) (o' • iPy— ej. «= , (a)'a>) a>"- Xy—efy = . 

Drei in einer Ebene liegende Geraden mit den Gleichungen 

ccx^a, a'^ = a', Wx^^d' 
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schneiden sich aber in einem Punkte, wenn die Bedingung 

(24) a • a^+ o'- ä^ + «"• 007= 

erfüllt ist, wie der Leser sofort zeigen kann. 

In unserem Falle reduziert sich die Bedingungs- 
gleichung auf 

{(o'co) a>'. e' + (ö>'a>) ö>''- e"« . 
Diese ist aber in der Tat erfüllt. Denn man hat 



(o/od) o)'. c'+(a)'a>)a>". e"« (o'co{(o'€f+ a>VO = --p(a>'a> • ä>) = . 

Die Zentralachse durchschneidet also den kürzesten 
Abstand der konjugierten Achsen rechtwinklig« 

Das Teilverhältnis ergibt sich ohne weiteres aus den 
Gleichungen (c). Man erhält 

oder wenn der Winkel, welchen die konjugierten Geraden 
miteinander einschließen, durch y bezeichnet wird: 

^ li ^ (o" 0)"+ o/cosy 

Ä""" ö)' a)'+ö>"co8y' 

Bei der Ausrechnung ist nach den Gleichungen (18) und (20) 

C0= = zzr — 

(jpo) + a>e^-iy' 
zu setzen« 

129. ZttsammensetKung *von Winkelgeschwindigkeiten um 
konveigente Aehsen. Man konnte auch hier unmittelbar den 
Grenzübergang aus der entsprechenden Untersuchung über 
endliche Drehungen (Nr. 112) machen. Wir ziehen es jedoch 
vor, die Angabe direkt zu losen. 

Irgend ^kxa Punkt (^) des Systems gehe infolge der 

Botation A^ in olf über. Dann ist, wenn wir einen Punkt 
dieser ersten Rotationsachse zum Bezugspunkt (0) wählen: 

und der zweiten darauffolgenden Rotation d^' entspricht die 
Gleichung 
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Nim soll d^ eine zu diesen beiden Drehungen äquivalente 
Drehung sein. Also maß 

sein. Die Gleichung 



X + d'»x = ^ + dd^x + d'd^'lx + ißd^x)] 

maß daher für jeden Wert von x erfüllt sein. Dies ist 
aber der Fall^ wenn wir mit Yemachlässigung der unend- 
lich kleinen Größe zweiter Ordnung 

Der Übergang zu den Vektoren der entsprechenden Winkel- 
geschwindigkeiten gibt 



^^^^ d7== d7+ dx 

oder in der üblichen Bezeichnung 

(27) ä> = ä>'+ö>". 

Bei Drehungen vm hmvergente Achsen ist die resul- 
tierende Wii^celgeschivindigJceit (cö) die geometrische Summe 
der gegebenen WinkeJgest^mndiglceiten (eö'f W^) . 

Dieses Resultat ergibt sich natürlich auch sofort durch 
Grenzübergang aus der Gleichung (28) in Nr. 112: 

(1 -.i'r)-^ = ^'+ X"- JfFy 

indem wir 

Ä = tg(id*).f=i^ 

setzen und die unendlich kleinen Größen zweiter Ordnung 
vernachlässigen. 

180. Zusammensetamg von Wlnkelgesehwindigkeitaii am 
paraDele Adisen. Die erste Sotation rj^dd^ erfolge um die 
Achse 0' (Fig. 73), die zweite Rotation rj^dd^' um die 
Achse C'\ Es gelten also die Gleichungen: 



und für die äquivalente Rotation 

^'= x-\-d^' fjix — c) . 
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Hiernach ist die Oleichung der Äquivalenz 

dd^ • fiiX'-if) + d^' fi(x — €r) = d» • ti(x — e) . 
Diese wird identisch erfallt ffir 

(a) d^+d^'=d&, 

(b) <f*'.9c'+d*"-9c"-dd.9C. 

Mithin ist die resultierende Amplitude die algebraisdie Summe 
der gegebenen Amplituden. 

c 








Fig. 78. 



Femer folgt aus Gleichung (b) 



(c) d^riif/-- c) = d^'^ fiic - O . 

C liegt denmach in der Verbindungsgeraden der Punkte C 
und U^' und teilt ihren Abstand im umgekehrten VerhSltnis 
der g^ebenen Amplituden d^, dd^\ 

Ffir Winkelgeschwindigkeiten gut also der Satz: 

Zwei Wh^Jcelgesdimndigkeiten (ä/, ^'0 ^^'^ paraüde 
Achsen sind ersetzbar dwrch eine resultierende Winkeln 
geschicindigkeU (ä> =» (ö'+ ö/O ^<^ ^^^ ebenfalls paraUde 
Achse. Diese teiU den ParaUelslrüfen der gegebenen 
AxJisen im umgekehrten VerhäÜms der Winketgeschmn- 
digkeUen o/ und io". Die TeHungsUnie ist eine innere, 
wenn o/ und a/^ gleiche Vormdken besHeen und eine 
äußere bei entgegengeseUsten Vorzeichen. 

Der besondere Fall^ daß die gegebenen Winkelgeschwin- 
digkeiten co' und (o" entg^ngesetzt gleich sind, fuhrt auf 
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eine resultierende Botationsgeschwindigkeit von verschwin- 
dender Große um eine unendlich entfernte ' Drehi^hse. 

131. Das Rotationsiiaar* In dem eben erwähnten Aus- 
nahmefalle ist die Resultierende offenbar eine Translations- 
geschwindigkeit. Wir setzen daher 

und eriialten, wie in der vorigen Nummer, wenn wir 

d^ d*"= d^ 

^®*^^°' da = W^^) • ä» 

womit die resultierende Translationsgeschwindigkeit voll- 
ständig bestimmt ist 

Nach Gleichung (d) steht t senkrecht auf der gemein- 
samen Rotationsachse und auch senkrecht auf der kiirzesten 

Verbindung derselben. Femer ist < = c''— c'» -j- . 

Man nennt die gleichzeitige Verbindung von zwei ent- 
g^ngesetzt gleichen Winkelgeschwindigkeiten um parallele 
Achsen kurz ein y^otationspaar'^, da eine Verwechslung mit 
dem entsprechenden Gebilde für endliche Amplituden nicht 
zu befürchten ist. 

Da wir jetzt jede Translationsgeschwindigkeit durch 
ein Rotationspaar ersetzen können, so erkennt man, daß 
man das allgemeine Geschwindigkeitssystem am starren 
Körper als lediglich aus Rotationsgeschwindigkeiten hervor- 
gehend vorstellen kann. 

182. Zurücktfihrung eines allgemeinen Geschwindlgkeits- 
i^stans auf zwei Rotationsgeschwindigkeiten. Ohne Beschrän- 
kung können wir den Bezugspunkt der Vektoren in die ge- 
gd>ene Rotationsachse legen. Dann ist die Geschwindigkeit 
des Systenipunktes (x) bestimmt dmx^h die Gleichung 

Diese Geschwindigkeit soll erzeugt werden aus den beiden 

Rotationsgeschwindigkeiten od^{x — &) , a/\x — d*). Es muß 
also die Relation 



i + mx = ö)'(a: -— c) + a>"(a? — c") 
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identisch erfüllt sein^ woraus die Bedingtingsgleiohungen 



folgen. ö7 und W sind demnach Winkelgeschwindigkeiten 
um konjugierte Achsen, die durch die Punkte (?) und (?') 
gehen. Alle Beziehungen, welche wir ffir konjugierte G^ 
raden entwickelt haben, können ohne weiteres auf den vor- 
li^nden Fall angewendet werden. Ist die erste Achse — 
bis auf eine gleich anzugebende Beschrankung — willkürlich 

im starren Körper mit dem Geschwindigkeitssystem (^, q>) 
gewählt^ dann ist die zweite (konjugierte) Achse volktandig 
bestimmt. Ebenso kennt man die beiden Botationsgeschwin- 
digkeiten ojf uQd co^^ 

188. Jede Nullllnie tot sieh selbst konjugiert Wir wollen 

jetzt eine Nulllinie 

(ü\x — c^ = 

als erste Botationsachse bei der eben behandelten Zerlegung 
in konjugierte Botationen wählen« Dann ist 

ö)'^ — ä> • a>V = 

-ä>'^ + ä)'Wc'=0. 
Wegen der Beziehung 

t ^-ci/V' 

geht aber diese Gleichung über in 

m'l^'+ ö)"ä7? == . 

Der kürzeste Abstand der beiden zueinander konjugierten 
Achsen ist demnach gleich Null. Hiermit ist bewiesen, daß 
jede Nulllinie sich selbst konjugiert ist, und daß aus diesem 
Grunde eine solche Linie nicht als erste Achse für die Zer^ 
legung eines Geschwindigkeitssjstems in zwei konjugierte 
Winkelgeschwindigkeiten genommen werden kann. 

134. Relative Bewegung eines Punktes In beiug auf ein 
starres System. Bereits in Nr. 45 sind wir auf die Vorstellung 
der relativen Bewegung in einem speziellen Falle eingegangen. 
Es handelt sieh ddier jetzt um eine Erweiterung dieser An* 
sohauung, indem das bewegte Bezugssystem ab ein starres 
System in allgemeinster Bewegung angenommen wird. 
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Die Ortsverandenmg des Punktes X (Fig. 74) wird jetzt 
gleichzeitig auf den ruhenden Baum, welchem das Koordi- 
natenkreuz 0^28 entspricht und auf ein starres System, dessen 
Bew^ung durch die Lagen des Achsenkreuzes Amni ge- 
kennzeichnet wird, bezogen. Die Geschwindigkdt, wie sie 

der zeitlichen Änderung des Vektors OX » x entspricht, 
wird nach wie vor durch 

dx 

= V 



dx 




Fig. 74. 



dargestellt und als absolute Geschwindigkeit bezeichnet. 
Deigenige Punkt des bewegten starren Bezugssystems {Ämm)} 
welcher zur Zeit t mit dem frei (abo auch beliebig) beweg- 
lichen Punkt X zusanmienfallt, hat die Geschwind^keit 

wenn wir die bisherigen Bezeichnungen beibehalten. 

Diese Geschwindigkeit v^ nennt man die Führungs- 
geschwindigkeit des Punktes X. Setzen wir nun 

so ist offenbar u diejenige Geschwindigkeit von X, welche 
ein Beobachter unmittelbar messen kann, der mit dem be- 
wegten Baume Amm fest verbunden ist. Die andere Kom- 
ponente v*^ bleibt ihm so lange verborgen, als er keine 
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Kenntnis von der Bewegung seines Beobacfatnngsranmes 
hat Glewinnt der Beobachter diese Kenntnis anf ii^end 
eine Weise, dann nennt er die Große v — v* = u die rela- 
tive Geschwindigkeit des Punktes X. Nun ist für den 
Beobachter in Äjuni 



u = Grenze -; = Grenze I ; 1 

r — T \ r — T / 

für eine g^en Null konvergierende Zeitdifferenz if — z, 
wobei jedoch af — a und x — a relative Orte im führenden 
System sind 

Schreiben wir in dieser Auffassung 

_ bar— a 

indem wir ein neues Differentiationssymbol b wählen^ dann 
ist tt die auf die Zeiteinheit bezogene Änderung des Vek- 
tors rc — a, insofern nur die Bewegung von X im System^iirjzr 
in Betracht kommt"') 

Bei der relativen Bew^ung eines Punktes ist die ab- 
solute G^chwindifikeit OS) s^leich der geometrischen Summe 
der FfihrnngBgeXind^kdt ^) und%emer relativen Ge- 
sch windigkeit (ü). 

Mit Benutzung der gewählten Bezeichnungen nimmt die 
Grundgleichung der relativen Bewegung zunächst die Form 

^*^ |7 = * = < + «'(^-c) + -^ 

an^ und die Rotationsachse S geht bei dieser Anschauung 
durch einen beliebigen Punkt G des Systems Amm* Wir 
wenden jetzt die Gleichung (a) auf den Ursprung {Ä) des 
beweglichen Koordinatensystems an und eriialten 

(b) — = < + a)(a — c). 

Durch Elimination von 1 und c folgt aus den beiden letzten 
Gleichungen 

, . dx da ^ —. 7 . ba; — a 



*) Man könnte ü auch die G^esohwindigkeit der Eigen - 
bewegung des Punktes X im fahrenden System nennen. 
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Diese Fonn der Grondgleichong für die relative Bewegung 
ist bei manchen Untersuchungen bequemer als die Glei- 
chung (a), weshalb sie auch in den Lehrbüchern der Kine- 
matik bevorzugt wird. Selbstverständlich geht die Achse 
von (ö jetzt durch den Punkt A . 
Setzen wir noch 

X —. a = 0, 

so folgt aus Gleichung (c) für den Vektor die Beziehung 

^^^ ^ = ^" + 17^ 

also auch im speziellen Falle für den Vektor cö: 

dcö bö) 



(e) 



d0 



Die relative Änderung des Rotationsvektors ä> ist seiner 
absoluten Änderung gleich. 

Aufgabe 53. Ein Beobachter steht auf einem Eiurusselly 
welches sich mit der Winkelgeschwindigkeit a> dreht Er 
verfolgt den senkrechten Fall eines Körpers im Abstände e 
von der Drehachse. Welches ist die relative Geschwindig- 
keit der Bewegung? 

Aufgabe 54. Man berechne die relative Geschwindigkeit 
des Mittelpunktes der Lenkstange ieines Kurbelmechanismus 
für einen Beobachter^ welcher mit dem Schwungrad fest 
verbunden ist. Winkelgeschwindigkeit dfis .. Kurbelarmes 
gleich CO. 

185. Die Elementarbeschleunigung bei der Bewegung des 
starren Systems* Nehmen wir zuerst das Geschwindigkeits- 
system in der Form 

da , -7 : 

t; = -^ + (o(x — a) , 

welche der Gleichung (c) in Nr. 134 entspricht, so folgt 
durch Differentiation nach der Zeit t unmittelbar 





dv 
" dr 


oder 


<• 


(a) 


w — 



d^a , d(o , , , / da\ 



cPa . d(o 



d^ ■*" ^ ^^ ~ "^ ■•" *" f"*^^ ~ ^^^ 
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für den Vektor der Elementarbeschleiinigimg, Die kon- 
stitiiierenden Elemente desselben sind 

_ d(ö , €Pä 

also außer der Winkelgeschwindigkeit die Winkelbeschleu- 
nigung und die Beschleunigung des Bezugspunktes A im 
beweglichen System. Kennt man diese drei Vektoren für 
einen bestimmten Zeitmoment, so ist nach Gleichung (a) 
die Beschleunigung eines jeden Systempunktes in diesem 
AugenbUck bestimmbar. 

Handelt es sich z. B. um die Beschleunigungen der 
Punkte der durch A gehenden augenblicklichen Botations- 
achse, so hat man 

(o{x — a) = , 
also 

a; — a= Z-ct> , 

wo l der Abstand des laufenden Punktes von A gerechnet 
ist. Es wird demnach in diesem Falle 



Hierin kann man noch 

setzen, so daß 

dcä dco _ . dfji 
dz dt dt 

wird. Die Beschleunigungen der einzelnen Punkte der 
Botationsachse sind also auch bestimmt durch den Ausdruck 



_ d^a , dfj 

welchen man leicht geometrisch interpretieren kann. 

Wir wollen nun zweitens das Geschwindigkeitssjstem 
in der kanonischen Form der Schraubung um die Zentral- 
achse zum Ausgangspunkt nehmen, also die Gleichung 

V =p*cö + (o{x — e) 
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nach der Zeit difPerentiiereiu Dann ergibt sich: 



w = 
oder 



d(o 'd(o , . , dp ^ ^ ( de\ 



(b) 



__ d(0 . d(0 , . . r / )n 

w' «= JP • -^ + -^{x — «) + (o[a>{x ~ e)] 



, dp ^ de 
ar ar 



In dieser Formel treten nun außer den oben betrachteten 
Elementen 

__ dö) 

noch die folgenden auf 

dp _ de 



P 



dx' ^' dr' 



indem sich sowohl der Parameter (p) der Schraube als auch 
die Lage der Schraubenachse selbst mit der Zeit r ändert. 

Trotz dieser Kompliziertheit hat man die Gleichung (b) 
eingehend diskutiert und weiter verfolgt Eine ausfOhrUche 
synthetische Betrachtung iSndet man in Schells Theorie der 
Bewegung und der Er^ftC; Bd. I^ Kap. 15 ^ auf welche wir 
diejenigen Leser verweisen, welchen die hartnäckige Ver- 
folgung eines mühsamen Weges Freude bereitet. 

186. Das BesGhleunlgungszeiitnmL Im allgemeinen enthält 
das in Bewegung begriffene starre System einen einzigen 
Punkte dessen Beschleunigung momentan gleich Null ist. 
Diese Bedingung mußte also ein Punkt {ß) erfOllen^ der 
nach Gleichung (a) in Nr. 135 der Yektorrelation 



= -^-y + -^{x — a) + \ä}{x — a)] • ö> — ö)* • a? — a 

genügt. Aus dieser Gleichung folgte wenn wir zur Abkürzung 

dcö — , d^ä - 
—- ^ CO und -TT = a 
dr ar* 
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setzen: 



(a) (oä-jr coÖD^x — a = 0, 



(b) a>a + (a>ö>)ö>-a?— a = 0, 



(c) o) a> • a + [{(od>)d} — co^»(od>]*{x — a) = . 

Drei Ebenen 

schneiden sieh in einem Punkte {x), welcher durch die 
Gleichung 

eindeutig bestimmt ist Der Schnittpunkt liegt im Endlichen, 
wenn die Determinante 

J BS vy*y 

von Null verschieden ist. In unserem Falle wird nach den 
Gleichungen (a); (b), (c): 



ä = {cod>) [(o{(ocb)] • [{€0(b)€b — a>' • (odö] , 
d. h. ^ 

Im allgemeinen existiert also bei der Bewegung eines starren 
Systems ein Punkt in demselben, welcher momentan be- 
scWeumgUDgslos ist Man nennt ihn das »^eschleunigongs- 
Zentrum'^ des Systems. Wird 

(od) = 0, 

so fallt das Beschleunigungszentrum ins Unendliche. Weitere 
Entwicklungen in Koenigs Le9ons de Cin^matique. Paris 
1897, pag. 134. 

187. Elnfaehe Deutung der Dementarbeschleuniguiig am 
starren System. Die gerichtete Größe v erleidet in bezug 
auf die Zeiteinheit eine doppelte Änderung'") , was durch die 

Gleichung 

dv . bv 

-T- = ö)t; + -7-- 
dt Dt 

am einfachsten dargestellt wird. Diese Gleichune enthalt 
daher auch die fibersichtlichste Darstellung des V^tors der 

*) Hier kommt also die Änderung eines Vektors in Betracht, 
welche durch Gleichung (c) in Nr. 134 ausgedrückt ist. 
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Elementarbeschleunigang w == --=- . Aus ihr folgt auch 
wieder die explizite Formel (Nr. 135), indem wir von 

i; = ä+ oy{x — a) 

ausgehend die Operationen cov und -<— - durchführen. Man 
erhalt " 



(ov = (oä + (o[(o{x — a)] 
und 

bt; ba . bo), . 

Ot or OT 
also 



bä . bo) 



w = (oä + (o [(o(x -- «)] + -r — h •^— (^ — «) 

Dt Dt 

Nun ist aber 

, V da — r , bd 

und mithin, wie in Nr. 135: 



..X ~ rf^« , r—r — vi , bö>. . . 

(b) w^=-^j^ + ö>[o>(^-«)] + -5^(^-a).. 

188. BesehleunigUDg eines freien. In relativer Bewegung 
begriffenen Punktes. Hier unterscheidet sich die Betrachtung 
von der vorangehenden nur durch die Berücksichtigung der 
rdativen Bewegung des Punktes. Es ist also von der all- 
gemeinen Formel 

dx da , — : . bx — a 

auszugehen. Da diese Beziehung für jeden Vektor gilt; so 
ist auch 

_ dv da , —7 — zr-T . bv — a 

Setzt man in Gleichung (a) ^ = , dann wird 

da bä ^ 

_- ö) a — -r— = 

ax Dt 
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und man erhalt für die Beschleunigung bei der relativen 
Bewegung die übersichtliche Formel: 

(b) W = 0)V + T— j 

Or 

welche man auch sofort hatte hinschreiben können^ wenn 
man die in Nr. 137 benutzten Vorstellung auch hier an- 
wendet Wir bilden nun 

h{x — a) 



(ov= (oä-\- (o Uoix — a)] + ö> r 

und 

bt; bä . bco. . , \>{x — a) , b^a? — a 

br Dt ot or br' 

und beachten^ daB 

da ____ cPä ____ — r , ha 
dx dr^ hr 



ist Dann ergibt sich 



(c) 



Hierin ist 



w =- -^ + o) [a> (a; - o)] H- ^ (« - a) 






-^ + ö> [ö) (a? - a)] + -^ (ä: - a) = t^ 

diejenige Beschleunigung, welche der bewegliche Punkt be- 
sitzen würde, wenn er mit dem führenden starren System 
momentan fest verbunden wäre. Diese Komponente (t^) 
der absoluten Beschleunigung (üO nennt man die ,,Führung8- 
beschleunigang^^ 

Die dritte Komponente — r--^ — ist die Beschleunigung 

infolge der relativen Bewegung, also die „relative Be- 
schleunigung'^ 

Von der mittleren Komponente 2 • co -^-t- kennen 

wir Große und Bichtung, sobald die relative Gesohwindig- 

Heun, Kinematik. 14 
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m. 



Elementarbes 
wieder die e:s 



ausgehend die 
erhält 



und 



also 




W == CO 



Nun ist aber 

(a) 

und mithin, w]< 




(b) 



w = 



188. Beschl 
begriffenen Punkt 
von der vorang« 
relativen Beweg 
gemeinen Formt 

d- 
(-) 7h 

auszugehen. Da 
ist auch 



Setzt man in Gl 
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chtet also nicht auf die Kräfte, welche diese Bew^nng 
lervorbringen. Diesen Sachverhalt können wir erst in der 
>yiiamik naher darl^en. Hier war nur darauf hinzuweisen, 
'aß die absolute Geschwindigkeit v in dieser Auf&ssung 
ine Komponente enthalt, welche von der Zeit (t) explizit 
bhängt. Da dieser umstand bei der bisherigen Ableitung 
er Lagrangeschen Gleichungen in Abschnitt 11 nicht be- 
Inders berücksichtigt wurde, so wollen wir diese Auffassung 
'tzt naher erörtern. 

140. Lagranges Ausdrücke für ein Gesehwlndlgkeltssfysteni» 
'delias V(m der Zelt explizit abhängt Wir gehen von der 
'^oranssetzung aus, der Vektor (^) des beweglichen Punktes 
?i explizit von der Zeit abhängig und gleichzeitig von zwei 
'arametem i9^ , ^^f ^'^ ^^ ^^^ früher mehrfach benutzt 
iben. Dann ist 

dx dx ^ dx ddi . dx dd« 
dx dr ^ ödi dt ^ d*8 dt 

^ der üblichen Schreibweise der Differentialrechnung. Die 
egleitvektoren 

dx _ dx _ 

iben dieselbe geometrische Bedeutung wie in Nr. 55. Sie 
idaber jetzt explizite Funktionen derzeit T. Demnach wurd 

dr "" dr "^ ö^ ~d7 "*" ~d^ "dT 
d^_ a^x e^x d^j, d^x _ dv 

id die analoge Beziehung für e^. 

Man erkennt jetzt, d^ die erweiterte Voraussetzung in 
r Form der Lagrangeschen Gleichungen für die Begleit- 
)mente der Geschwindigkeit und der Beschleunigung keiner- 
Anderung mit sich führt Es wird also auch hier 

d öd/ ^ ' öd. 



er 



e. ir = O, = ^-fi ^E - - ^ dP^ ^^ 



!*♦ 
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Ul. 



141. Bemgong dnes Punktes anl eliter iwaogiwriie ge- 
fiUlrtSD lUohe. Wir denken ans die Fläche mit dem be- 
weglichen Achsenkreuz {Ajum) fest verbanden und durch 
ihre Gleichungen in der Parameterfonn 

dargestellt. Sobald nun die Führungsbew^ong gegeben ist, 
werden auch die absoluten Koordinaten x^ = a^ ■\- ti, 



r -^iii 




Xt = ai+H> ^^<^+^ «">«B Flächraponktes X bekannt 
sein. Wir können daher annehmen, daß der Ausdruck 



eine definite Funktion der Zeit (t) und der beiden Para- 
meter #j , d, ist. Dasselbe gilt von der kinefdaohen Enei^ 
(man vei^leiche Nr. 139): 

ytit setzen nun zur weiteren AbkGmmg 

\^^^E*, \u* = R, vÜ=M, 
Bo daß 



142. B)Km6maAi8ohe£lementarvektore& am starren System. 213 

wird. Die Bestandteile M und It der ganzen kinetischen 
Elnergie E sind von ti^^^ t^, und den Zeiäeiivierten 



br ' --' b 



T 



abhängige wahrend E* die beiden letzten Größen nicht enthalt. 
Hiemach lauten die Lagrangeschen Gleichungen für 
die B^leitmomente der absoluten Beschleunigung w: 

O ^ SE* d ldB\ dB d ldM\ SM 
O SE^ . d (dR\ dB d (dM\ dM 



wo also 



,-- da b^ , _ b0 

ax Dt Dt 



zu nehmen ist ä und ö> sind als gegebene Funktionen der 
Zeit zu betrachten. Das nachfolgend Beispiel wird den GbuQg 
der itechnung im einzelnen klarstellen. 

142. Bewegung eines Ponkles auf dner rotierenden Ebene. 
Die Ebene^ deren augenblickliche Lage durch die Punkte ABC 
(Fig. 76) bestimmt ist^ drehe sich um die vertikale Achse OA. 
Ein von ausgehender Einheitsvektor in derselben sei tj. 
Die Projektion OF der Gefalllinie OF bilde mit dem festen 

Vektor X den Winkel oi. Der in der Ebene bewegliche 
Punkt X wird auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem in 
derselben bezogen^ dessen von A ausgehende Achsen durch 

die Einheitsvektoren 1 und i fixiert sind. Nach diesen Fest- 
setzungen ergibt sich aus der Figur: 

fi = cosÄ »riX — sina • X 

und - . _ 

f = smy • rj — cosy • i; c . 

Es ist also auch 

f = siny • ^ + cosy (cosa • X + ßina • i; A) . 

Bezeichnen wir noch die rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes X in der rotierenden Ebene mit p und q^ so ist 

5 = i?(cosa • i; A — sina • X) 

+ q{smy *rj -{- cosycosa* A + cosysin^ «lyA) 
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und der Vektor der Winkelgeschwindigkeit 



142. 



— doc _^ 



CO = CO'tf 



dt 



'V 



Der weitere Ghmg der Rechnung erfolgt durchaus nach dem 
Schema der Lagrangeschen Gleichungen, 




Fig. 76. 

So erhalt man 

Wb = (— cosa •! — sina •i]X)cDp 



und hieraus 
so daß man 



+ (cosa • i; A — sin^ •J)(oq cosy 
(örz^ == (|>2 -f cos'y • 2*) a>' , 

^* = ^(j)« -f cos *y • 2») CO* 



als ersten Bestandteil der kinetischen Energie findet. Selbst* 
verstandlich wird 
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Es bleibt also nur noch das mittlere Glied 

M= (O0-r— 
DT 

ZU berechnen. 
Nun ist 

-7-- — (COSÄ • W A •— SIUÄ • I) ü 

ox 
+ [siny • if + cos>'(cos^ • X + sina • i; A)] j . 

Folglich die mittlere Komponente der kinetischen Energie 

Jetzt kann man alle erforderlichen DijBTerentialquotienten 
bilden. Man erhalt 

dM dM 



= co8yo)j, -^-T- =» — cosy • ö>ji 



dp — ' "^*' dq 

dM .SM 

— cosyo)-2, ""5 — = oosy*a)p 



Hieraus folgen die Begleitmomente der Beschleunigung 

^ rfö) ^ da d^p 

Qj «cosy.ä'^-i>co2 + 2cosya)^ + -^, 

^ dco ^ dp d^Q 

Qu= — 008y«jp-^ + coe'yä'a)* — 2coey •0)-^ + -j-f- • 

In diesen Ausdrücken erkennt man deutlich die Bestandteile, 
welche der Führungsbeschleunigung, der Coriolis-Beschleuni- 
gung und der relativen Beschleunigung entstammen. 

Aufgabe 55. Welche Kurve beschreibt ein Punkt auf 

der rotierenden Ebene, wenn im besonderen Falle -rr- = 0, 

dt 
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Q/ = and Qjj =» wird? Die Anfangsgeschwindigkeit c 
sei nach 1 (horizontal) gerichtet und der Punkt X befinde 
sich zur Zeit r = auf der GefaUlinie der schrägen Ebene 
in einem Abstände e vom Punkte Ä. 

148. Bewegung eines Punktes auf einer zwangsweise goHUirten 
stalten Kurve. Soll dieses Problem nach der Lagrangeschen 
Methode in Angriff genommen werden^ so gelten die J&twick- 
lungenin Nr. 141 ohne weiteres^ sobald man dieselben auf eine ein- 
zigeKoordinateti) beschrankt. In dem führendenBaume sind jetzt 

die Gleichungen der geführten Bahnkurve. 




Fig. 77. 

Mit Rücksicht auf die Anwendungen der Theorie der 
relativen Bewegung zur Erklärung der Wirkungsweise der 
Turbinen*) hat man den besonderen Fall einer ebenen Kurve^ 
dje um einen festen Punkt ihrer Ebene rotiert, wiederholt 
ausführlich behandelt. Hier benutzt man am bequemsten eine 
direkte Zerlegung des Vektors der absoluten Beschleunigung 

w = (ox — (o^ •x + 2»cott + -T-— 

nach der Tangente (ä) und der Normale (y) der geführten 
Bahn. Man erhalt durch Projektion von w auf die Rich- 
tungen o und V sofort: 

— _ bü 

Wy = wv=v(bx — (o^(xv) + 27oU'V . 



*) Man vergleiche E. A. £rauer, Grundriß der Turbinen- 
theorie. Leipzig 1899, S. 19—27. 
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Bezeichnet man den veränderlichen Winkel zwischen dem 
Radiusvektor OX. » r und der Tangentenrichtung (ä) mit (Xy 
dann nehmen die vorstehenden Gleichungen die Form an 

w„= —r&moi-r rcD^cosa + t— ^ 

bö> tL^ 

Wy^' rcosa-r: ra>^ sina + 2a>MH , 

Dt a 

wo a den Biegnngsradius der Bahn bedeutet. 

144. lisitosang der Gesehwindie^eit und Besehleunigung naeh 
den Adisen des führenden Systems. Die auf das bewegte Achsen- 
kreuz bezogenen Komponenten der Geschwindigkeit 

(a) V = ä + (o(x — a) + ^ 

sind, wenn wir zur Abkürzung x ^a = "z setzen: 

Vi =äi + (On Zin— com^ii + «*/ ; 

(b) - vu = an + (OjuZj — coj Zm + W// , 

vju= äui+ coi Zu — CO// Zi + '*^in • 

Man erhalt die Komponenten äiy äuy äjji aus den auf das 
ruhende Achsenkreuz (Oi,2,s) bezogenen Komponenten o^, 

^2 f Og von ä nach den Gleichungen (20) von Nr. 109, nämlich 

Iäj = fi/i äi + €J2 «2 + €/5 äsy 
äji = €m äi + C//2 äa + «//g äs , 
äui= «jo/i äi + €uj2 äi + ß-ff/s äs . 

Nun ist in gleicher Weise noch der Vektor der absoluten Be- 
schleunigungü;in seine rechtwinkligenKomponenten Wj, Wny f^m 
zu zerlegen. Dieser Vektor ist nach Gleichung (c) in Nr. 138: 

,jx _ da . —z — : , -r— . rt , btt 

(d) w = -= — \-(o{(oz) + (oz + 2(ou + -r— . 

ax Dt 

Hierin ist nach der Entwicklungsformel 

(o{o) z) = {(öz) • cö — (O^ z 

und die Zerlegung nach den bewegten Achsen gibt die 
Komponenten 

((OjZj + (OjjZjj+(OjjjZjjj)'(üj — {(Oi + (OJj + (OJjj) ' Zj , 
{(OjZi + (OjjZii + (Ojjj Zjij) . (Ojj — (ö>? + 0>?/ + Ö>///) • ^11 y 
{(OjZj + COjjZjj + COjjj Zjjj) . (Ojji — (cO? + (OJj + (0]jj) . Zjjj . 



f 2P = 

(e) I 
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Sie lassen sich in fibersichtlicher Form darstellen, wenn man 
die Hil£9größe 

(a)J+ ö>?7 + ö>J//)(4+ ^/ + ^//) 
in die Sedmung einfahrt. Dann werden die Komponenten 
von (o{(oe)f nämlich gleich den partiellen Derivierten 

aP dP dP 

Zur Zerlegung der Beschleunigung -j- = & benutzen wir 
die Gleichung (a) in Nr. 137: ^^ 

(f) # = ^ + ^ 

ax Dr 

und erhalten: 

äi = (on äin— (Omän + -c — } 

Dt 



(g) 



. , bair 

. , bd/// 

Äicr = ö>/ an — (On ^i + -*;: — • 

Dr 



Die gesuchten Komponenten von w nach den Achsen des 
führenden Systems werden also 

, däi dP . 
Wz =(Ou am—(oinOkn +-^ — \-^ — V<on ein—com^u 



(h) 



^/ dgni d0n\ , 



. , däu . dP . 

I dgj dgm\ , rf'^/i 

, däju . dP . 

Wm=(Oi an —con aj +-= — {--^ tcoj Zn —con ßni 

ax ozni 

den dsi \ , d^ssm 



^l dzn d8i\ 



dr» 



145. B)Slin6mati8ohe Elementarvektoren am starren System. 219 

In den vorstehenden Komponentengleichungen sind die b 
durch das gewöhnliche Differentialsymbol d ersetzt, da die 
DifferentialSnderung eines Vektors in bezug auf das bewegte 
System natürlich durch die Differentialänderungen seines 
Komponenten in bezug auf dieses System gegebcm sind. 

Betrachtet man in diesen Formeln Iß als eine von der 
Zeit unabhängige Große ^ so geben dieselben die Kompo- 
nenten der Elementaibeschleunigung für einen Punkt des 
starren Systems. 

146. Die Komponentoii der Winkelgesehwindit^Bolt aiMl der 
WinkBlbesehleiinigaiig als Funktfonen der Eulerseheii Winkel 
und Ihrer ZeltderivlertNi. Bei der Einführung der Eulerschen 
Winkel q>, ip, x ^ ^^* ^^^ haben wir das bewegte Achsen- 
kreuz Äj^ ui der Reihe nach um die Achsen e^ ; «^ ^^^ ^i 
um die Wmkel q>7 y>i % gedreht. Führen wir diese Botar 
tionen von einer beliebigen Position des Systems aui^hend 
um dieselben Achsen den unendlich kleinen Amputuden 
dq>j d\py dx entsprechend aus^ so ist offenbar 

ö) • rfr = ^ • dq) + ^ • dtp + cj'* dx 
oder _ _ ... 

Die Ausdrücke für £3 , ^y e^ sind aber in Nr. 114 gegeben. 
Es genfigt also; sie in den vorstehenden Ausdruck für ä> 
einzusetzen, um die Gleichung 

1 ö===(co89?cosY''i— 8in9?«^)«ei+(8hi9'COSV''i^H"^^®9^'V)*^ 

zu erhalten. Die Komponenten der Winkelgeschwindi|^eit ä> 
nach den ruhenden Achsen sind also 



(b) 



coj^ SB coatp cosyf • x — Binq> • tp 
o>2 = sin^? cos Y' • X + CO89? • yf 
(0^=^ q> — BiiLxp • X • 



Hieraus ergeben sich nun auch ganz einfach die Komponenten 
nach den bew^ten Achsen, indem man in den Gleichungen 

(Ol =6ii Ö)i + C/2 Ö)2 + 6/S (Ol, 

(On = sui (Ol + en% ö>2 + ßus ö>8 > 
(Oju = ^nii (Ol + €ni2 ö>« + ßins ö>8 



/ • 
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die Werte der neun Kosinus (sn, £/2 etc.) aus Nr. 114 ein- 
setzt. Man erhalt 

(Ol "= i — sinv^ • q? 

(c) - (Oji = cosv^ 8in;|j • <p + C08;|j • ip 

. (Ojji= costp cos;^ • q? — sin;^ • yj . 
Hieraus folgt noch durch Differentiation nach der Zeit: 
d)j = jjr — cosY' •yxp — sin^ • <p 
6>u a= COSY' 8in;|r • q> + 008;|r • ijf — sin y; sin;^ »^qp 

(d) ' + cos v^ cos;if 'XV ~~ ^^X * X W 
^m = cosv^ cos;|f • <p — 8in;|r • iip — sin^' C08;|j • \p q> 

— COB^^ sin;^ 'Xq) — C08;|j • x \p 

für die Komponenten der Winkelbeschleunigung -^ = -7-— • 

146. Die roflerande Eide als fühlendes Sj^stem. Das 
Problem der relativen Bewegung eines Punktes in bezug 
auf die rotierende Erde wurde wegen seiner astronomischen 
Bedeutung wiederholt behandelt. An dieser Stelle kommt 
für uns nur der Ansatz der kinematischen Gleichungen in 
Betracht; wahrend die Integration der Differentialgleichungen 
und die sich daran knüpfende Diskussion der Losung erst 
in der Dynamik ausgeführt werden kann*). Den Anfangs- 
punkt des bewegten Achsenkreuzes legen wir in einen be- 
Uebigen Punkt A (Fig. 78) der Oberfläche der rotierenden 
Erde. NAQ sei ein Meridianquadrant dieses Ortes und 1!^ 
der Winkel; welchen A von einer festen NulUäge aus zurück- 
gelegt hat Mit ß bezeichnen wir die geographische Breite 
des Punktes A. Die Achsen AIj All, AIIl legen wir der 
Beihe nach in die Richtung der Lotlinie des Ortes (positiv 
nach außen); in die Tangente des Parallelkreises (positiv 
im Drehungssinne des Erdkorpers) und in die Tangente des 
Meridians (positiv nach dem Nordpol N gerichtet). Nach 
diesen Festisetzungen wird: 

Ij = cos/8 cosi? • fii + cos/8 sind • «2 + sin^S • «s 
In = — sind • ci + cosd • «2 • 



*) Nur das einfache Beispiel in Nr. 147 ist vorweggenommen. 
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Nun ist aber Im^'^n* Demnaoh wird 

Ferner folgt aus der Voraussetzung einer konstanten Winkel- 
geschwindigkeit um die Achse ON 




Fig. 78. 

Man kennt also auch die Eompouenten der Winkelgeschwin- 
digkeit nach den Achsen des führenden Koordinatensystems, 
nämlich 

ö>j=a sinjS • o) , ö>i7 = , ojir = cosjS • a> • 

Von der Translationsbeweguug der Erde sehen wir ganz ab, 
betrachten also den Mittelpunkt als fest. 

Die Hilfsgröße 2 P wird jetzt nach Gleichung (e) in Nr. 144 : 

2P «- (sin/? • gl + cos/? • 0niy» a>^ — a>^{s^ + g}/ + fij^jj) 
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und man erhalt hieraus die Differentialquotienten 

B'P 

- CO* C08j8(8in/? • Zni— coBß • Zj) 



dzj 
dP 



^ —O)^ »Zu 



dzu 

dP 

- — = (o^sinßifiOBß • Zi— Binß • Zni) • 

OZuj 

Dieses fiesnltat kann man natfirlich in einem so einfachen 
Falle> wie der vorliegende ist^ auch durch direkte Über- 
legung gewinnen. 

In den Gleichungen (h) von Nr. 144 sind jetzt alle 
Großen explizit bekannt. Man erhält daher für die Kom- 
ponenten der absoluten Beschleunigung eines Punktes , der 
sich in relativer Bewegung zur rotierenden Erde außerhalb 
derselben befindet: 

OtZn Q^Zt 

Wi = a)2cosj8(sinj8 • Zm — cos/8 'Zj) — 2co cos/8- -= — f- -^-^ y 

Wm= co^smß{co9ß'Zi— smß'Zju) + 2(OBiaß-j^ + d^ * 

Wir werden diese Ausdrücke erst in der Dynamik weiter 
verfolgen. Damit aber die Formeln nicht ganz ohne An- 
wendung bleiben^ soll im folgenden die relative Fallbeweeung 
bIb ein elementares Beispiel naherungsweise durchgenihrt 
werden. 

147. Einfluß der Brdrotation auf die freie FaUbewegang. 
Da sich die Erde in 86164 Sekunden mittlerer Zeit einmal 
um ihre Achse dreht; so ist 

^"86164 

also eine Größe, deren Quadrat man meistens vernachlässigt. 
Wir setzen jetzt in den letzten Gleichungen von Nr. 146 

Zi^—x, Zu = yy Znj='^y f^i^—g, Wn^O und wui = 0. 

Es wirkt also die Schwere senkrecht zur Erdoberflache auf 
einen frei Mlenden Massenpunkt und wir erhalten bei Ver- 
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naohlSssigaiig von a>' for die Bew^nng desselben die Glei^ 
chnngen: 



(a) 



^ = 2a,(8m/J.-^-co8/J.^j 



€Pe 



= — 2a)8mj8» 



eigibt sich durch eine erste Int^ration sofort: 
dx 



(b) 



dt 
^ dr 



= 2 (oigstaß — xcoaß) 



= — 2 CO sin/)* y , 



wenn die Fallbew^nng ohne An&ngsgeschwindigkeit be« 
ginnt. Die zweite Gleichong (a) wird bei Y emacUlssigong 
von a>* 

d^y 

-3-^ = — 2 O) COSÖ • OT 

und man erhalt jetzt für die betrachtete Bewegung das an« 
genäherte Resultat 

(c) a; = |jrT«, y = — ^cücos/J-fifT», e = 0. 

Der fallende Körper zeigt also eine Abweichung nach Ost, 
die als Funktion des Fallweges ausgedrückt wiid^ durch die 
Gleichung 



y = - 



3}^ 



also am Äquator den größten Wert erhalt. 

Aufgabe 56. Wie groß ist die Ablenkupg eines Körpers, 
der unter der Breite )3 = 40^ ohne Anfangsgeschwindigkeit 
600 m durchfallen hat? 

148. Die Planbew^mg des stanen Köipen. Wir haben 
mit Absicht die wichtigsten kinematischen Beziehungen für 



224 ni. Abschnitt. Kinematik des starren Kl^rpers. 149. 

die allgemeine Baumbew^iing entwickelt. Hierduch werden 
dem Studierenden scheinbar einige Schwierigkeiten, bereitet, 
da er nur zu häuiSg durch eine verkehrte und antiquierte 
elementargeometrische Ausbildung gewohnt ist^ alles zunächst 
in der Ebene zu betrachten und im Glauben lebt^ die Über- 
tragung auf den. Raum habe nur in Ausnahmefällen prak- 
tische Bedeutung. Dies ist ein verhängniBvoUer Irrtum^ der 
auch unablässig seine üblen Folgen trägt In der unnatur- 
lichen Vorliebe für die Ebene und die auf dieselbe be- 
schränkten geometrischen Beziehungen und kinematischen 
Vorgänge muß man die Hauptquelle jener ängstlichen Hilfs- 
losigkeit erblicken, die so viele hindert, ein Problem an- 
zufassen und durchzuführen, welches nicht mehr in einer 
einzigen Ebene behandelt werden kann. Stellt man aber 
die räumliche Ausbildung voran, so werden nicht nur diese 
Hindemisse weggeräumt, sondern es konunt auch eine weit 
klarere Auf&ssung der ebenen Voigänge zustande, und 
namentlich treten die besonderen Eiigentümlichkeiten der- 
selben deutlich hervor. 

Aus diesem Gesichtspunkte werden wir im folgenden 
mehrere der bereits allgemein durchgeführten kinematischen 
Beziehungen jetzt auf die Ebene beschränken. Es ist hierbei 
weder notwendig noch zweckmäßig, sich den starren Körper 
als eine unendlich dünne Scheibe vorzustellen, es genügt 
vielmehr die Annahme, daß sich alle Punkte desselben parallel 
zu einer festen Ebene bewegen. 

140. Relatlvgesehwlndlgkeit des Momentanzentnims. Die 
Auffassung der aufeinander folgenden Lagen des Momentan- 
zentrums veranlaßt uns, die relative Bewegung eines Punktes 
in dem starren System vorzustellen, der in jedem Augen- 
blicke mit dem Spurpunkte zusammenfällt Dieser Punkt (?) 
hat keine Führungsgeschwindigkeit, dagegen eine BeJativ- 
geschwindigkeit ü\ welche wir die Spurgeschwindigkeit 
nennen wollen. Um sie zu bestimmen, differentüeren wir 
die Gleichung 

(a) i+w?=0 

total nach der Zeit t und erhalten zunächst: 



dt -r— df/ 

-3 — f- ft>^+ ö>--^— = . 

dx dz 
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Nun ist aber nach der Gmndformel der relativen Bewegung: 

d^ — . . b^ 
dx 

Demnach wird: 

dt 



0)/+ ^— = (O^+U'. 



(b) -^ + a)/+ ö>(ö)/) + OH' = , 

dx 

worin man noch 

i^ dt —..\>i 

(c) — - = CO ^ + T— 

setzen kann. 

Um aus der Gleichung (b) den Vektor W zu erhalten^ 
bilde man 

Auf diese Weise erbalt man für die Belativgeschwindigkeit 
des Momentanzentrums den Ausdruck: 



oder 

CD^^Ü''^ CD^^t-^ cot — (Otb'7. 

Wegen Gleichung (c) wird also*) 



b^ . _. b^ a> 



(d) C0^w'= (o^ COO)' /= (O-r (Ot . 

Hieraus' folgen dann die Komponenten nach den Achsen des 
bewegten Systems in der bisherigen Bezeichnung: 



(A) 



, . . dtu . CO dtn 

(ou'i =—a)0j — C0--5— = H tn—eo-j— 

dx CO dx 

I / • ^ , ^^i d) . ' dtj 
I Q}Ujj= —0)011+ CO -T— =^ tj +ö>--= — 

\ dx CO dx 



Die Belativgeschwindigkeit des Momentanzentrums ist also 
nach Größe und Bichtung bekannt^ wenn man die Winkel- 
geschwindigkeit, die Winkelbeschleunigung und den Vektor 

der Translationsgeschwindigkeit (Q der Planbew^ung kennt 

*) Dieses Besultat folgt auch unmittelbar aus Gleiohung (a), 
wenn man die b-Differentiation anwendet. 

Heun, Kinematik. 15 



1 
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150. Die absolute BeseUeunigimg des Momentanientniiiii. 

Wir haben für einen beliebigen Systempunkt: 

_ , bt; 

m; = cot; + -r— , 
Dt 



Folglich für i; = €o{0 — sf): 



(a) W '^ (O[€O{0 — sf)] + (0{l8 — if) — O)«'. 

Ffir das Momentanzentrum ist ^ = ?. Mithin wird seine 
absolute Beschleunigung: 

Hieraus ergeben sich die Komponenten: 
oder nach (A) in Nr. 149: 



(B) 



ax Q> ax 



Die absolute Beschleunigung des Momentanzentrums ist durdi 
seine relative Greschwindigkeit gegeben und verschwindet mit 
der letzteren. 

151. Relative BeseUeonlgung des Momentanientrums. Bei 
manchen Untersuchungen über ebene Bollbewegung kann 
auch die Kenntnis dieser Große von Vorteil sein. Wir 
wollen deshalb ihre Ableitung hier einfügen. 

Man wendet die b-Differentiation zweimal auf die Glei- 
chung (a) in Nr. 149 an und erhält zunächst 

Dt' Dt 

also audh 

btt' b'^ 

Dt Dt' 

In diesen Ausdruck hat man nur noch die bekannten Werte 
für W und If einzuführen, so daß 

btt' b*^ ^ o) b< . 2ö)* — ö>cö - 

CO*--^— = (Oir-r — 2 • <0-r 1 • CDT 

Dt Dt* co Dt wr 

wird. 
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^ 






152. Gntndt^eidiiiiig der ebenen RoUbewegimg. Bereits bei 
der Einführimg der Spur- und Polkurve (Nr. 118) haben wir 
die ebene Bollbewegung erwähnt. Jetzt soU der Zusammen- 
hang der Spurgeschwindigkeit %f! des Momentanzentrums Z' 
(Fig. 79)y welches zugleich der Berührungspunkt der beiden 
Kurven (JQ und (2) ist, mit ihren Biegungsradien r^y tj ab- 
geleitet werden. 

Denken wir uns beide 
Kurven, wahrend sie auf- 
einander abrollen in 
ebener Bewegung. Diese 
besteht, da das Gleiten 
ausgeschlossen ist, ledig- 
lich in je einer Botations- 
bewegungumeinegemein- 
same durch 27 gehende 
normale Achse rj. Da 
die Vektoren der Tan- 
gente (öO und Bi^ungs- 
normale(y^ beider Kurven 
zusammenfallen, so sind 
die betreffenden Winkel- 
geschwindigkeiten 




(Ol = 



=■/ 



*n, o>j== 



Fig. TB. 



dx '" ^' dx 

wenn dy,^, dy>i die^Kontingenzwinkel der Kurven in Z' be- 
deuten und rj'= o'/ gesetzt wird. Erteilen wir nun beiden 
Kurven die Winkelgeschwindigkeit — ä>', so ruht die Kurve (JQ 
und (2) hat die Winkelgeschwindigkeit 

_ _ Idipi d%i)i\ _, _ 
Die Einführung der Biegungsradien (n, r^ gibt: 



CO 



da 



dx\ri Ti)'^ 



oder, da -=— = m' ist: 

als Grundgleichung der ebenen Bollbewegung« 



16* 
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Man kennt jetzt auch die Oeschwindigkeit eines be- 
liebigen mit der rollenden Kurve (J) fest verbundenen 
Sjstempunktes vermöge der Gleichung 

■ ^ 

V == (0{S! — if) y 

sobald die Belativgeschwindigkeit vi des Kontaktpunktes 
gegeben ist. 

168. Analytische Dorebtttlirung der ebenen RoDbewegung, 

Die rollende (Fig. 80) Kurve (i) sei in bezug auf das mit 




Fig.8a 

ihrer Ebene verbundene Achsenkreuz C/,// festgelegt. Die 
entsprechende Parameterdarstellung kann also in der Form 

ichrieben werden. Das ruhende Achsenkreuz ist Ox %. 
folglich kann man aich die ruhende Kurve durch die 
Gleichungen 

gegeben denk^a. 
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Die Beziehungen swischen den anf beide Achsenkreuze 
bezogenen Koordioaten eines Systempunktes Z sind^ wenn 
Oj^n gegen Ci,i um den Winkel ^ gedreht ist: 

{iCi — ci = cos^* je?/ — sin^ • Zn 
a^ — cj = sm* • Zi + cos* • Hn 
und für den Kontaktpunkt Z' 

( afi — Ci = cos* • jSj— sin* • /u 
(b) < 

I a4 — Ci = sin* »/i— cos**jb;ji. 

Nun müssen die Tangenten beider Kurven in Z' zusammen- 
fallen und die liniendemente von gleicher Grröße sein. Diese 
Bedingung wird ausgedrückt durch die Gleichungen: 

{^)—dq> = —^ — ^v', ö^^^ = — ö^;; — ^v. 

Mit Hilfe der Beziehungen (b) und (c) kann man zwei der 
Grofien 9 , q>i y> durch irgend eine von ihnen ausdrücken. 

Man kennt dann c, H und v — <o{e — jeO als Funktionen des 
beliebig gewählten unabhängigen Parameters. 

Aus den Gleichungen (a), (b), (c) findet man * als 
Funktion von 99 und v'i nämlich 

(d) tg^ "^^ ^'^ 



da?i djgf// dxi djafj 



dq) dtp dq) dtp 
Diese Gleichung und 



enthalten die allgemeine Lösung der Au%abe, woraus man 
erkennt, daß immer nur eine Quadratur auszuführen ist. 

Als Beispiel wollen wir das Bollen (Epizykloiden- 
bew^ni^) eines Kreises 

/j^rooBfp f jex/ = rsinv; 

auf einem festen Ejreise: 

x[ = a{l — COS97) , x^ = a mnq) 

etwas näher ausführen. 



{ 
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Man hat jetzt nach den Gleichungen (b): 
aJi — Ci = rco8(# + v) ^ ^4 — Cj =« r sin(# + tp) 
und die Gleichungen (c) werden • 

a sinq) • d<p = —r 6in(# + tp) dtp 
acoB<p*d(p '= r cob(^ -{- tp) dtp . 
Hieraus folgt zunächst 

tg9? = — tg(i9 + tp) , 
^' *^' q) = ji — <& — tp 

und dann t^dr ^adq>=^ rdtp 

^®^ {a + r)dtp^-ad». 

Nimmt jnan also tp == ji für # = , so wird 

^ a + r ^ a + r 



Man hat demnach 



w'. dr = ; — d^ , 

a + r 



^•^ d» 



\r «/ 



dr 

welches der Grundformel des Rollens entspricht. 
Femer wird 

q =^ a(l — C0S9?) — rcos(i9 + tp) , 

Cg = a sin9? — r sin(# + y) 

oder nach Einsetzung der Werte von 99 und tp 

c, = a [1 - co8(^*) - r co8(^*)] , 

Der Kontaktpunkt bestimmt sich auch aus den Gleichungen 

;g^»— rcosi — ; — dl und jB^r^rsinl — ; — d) . 
Jeder Systempunkt beschreibt eine allgemeine Epizykloide. 
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Aufgabe 57. Man berechne nach derFormel v =■ G){e^^ 
das Qnadrat der Geschwindigkeit für den Systempunkt Zj^ Bn 
bei der Epizykloidenbewegong unter den obengemachten An- 
nahmen. 

154.])a8Be8eldei]iiigiingsientniiiL Der Ausdruck (a)inNr.l50 : 



(a) to = —cD*'0 — ja^+ Q){sf'—is^---o}uf 

wird ffir einen bestimmten Punkt e* zu Null^ wenn ?" der 
Gleichung 

(b) = — a>« • ^ — /+ (b{^ — ^ — CO«' 

genügt. Das Momentprodukt mit a> gibt: 

und hieraus für die Bestimmung des Beschleunigungs- 
zentrums Z"^ die Formel 



Man kann die Beechlemiigung w für einen beUebigen Punkt 
der Ebene auf das Beschleunigungszentrum Z* beziehen. Die 
entsprechende Formel erhalt man durch Subtraktion aus den 
Gleichungen (a) und (b), nämlich 

(c) w = — ö)2 • je? — jg* + <h{0 — j8*) . 

Dies ist aber die Beschleunigung für die Bewegung eines 



Punktes auf einem momentan festen Ejreise vom Badius | jet — jS* 
um den Mittelpunkt Z*, 

Aufgäbe 58. Man konstruiere nach Gleichung (A) das 
Beschleunigungszentrum für die Lenkstange eines Kurbel- 
mechanismus unter der Voraussetzung einer gleichförmigen 
Kurbeldrehung. 

16B. Wendekiels und Tangenttaltareis. Wir projizieren die 
Beschleunigung 

M7 = ^ö)**j8f — je?'+ d}{0 — sT) — a>uf 
zunächst auf die Normale zur Bahn des Punktes. Nun ist aber 



Diese Normale hat also die Richtung von ;e?-- /. Demnach 
bilden wir das Arbeitsprodukt 
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Alle Systemptuikte, fOr welche die Normalkomponoite der 
BesohlemiigiiQg Terechwindet, li^en also luif dem KreiBe 

Qj».* — a^+OT «'•« — /— . 
Man bat den Ott dieser au^;ez«dineten Syat^npunkte den 
„Wendekreis" der Bewegung genannt and in der geometrischen 
Kinematik des ebenen SyatemB vielfach verwertet. Alle Bahn- 
kurven beaitsen hörn Öurdigang dnrch diesen Kreia einen 
Wendepunkt eventaeU mit Ausmäme des Momentanzenlirunis. 




Pig.8L 
Jetirt; projizieren wir die BeBobleonigung w auf die 
Tangente der Bahn des Systempooktes , welche mit v 
gleiohgeriobtet ist. Dies fOhrt m dem Aasdrucke: 

Hierin ist aber 



s~~ si. o>(ä — /) = , 



o>{* — ^'m{ß — if) — mäfi 
0)(« — «0 • 0» «^ -= o>' ■ [«'• * 
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Mithin wird 

W » — O) O) • « — y* — 60* - [«'• « — «^ 

und man aielit, daß alle Systempnnkte, deren TangentüU- 
beeohlennignng momentan versoliwindet auf dem Rmse 

ä> • B-—if' — (a • [»'• B — if\ = Q 
liegen. Für diesen Ort hat sich keine bo gemeinsame Be- 
zeiohnmig, wie für den vorigen, eii^bürgert. Man nennt 
ihn mw^en den Tangentialkreis. 

Wendekreis nnd Tangentialkreis (Fig. 81) gehen dunji 
das Momentanzentrum (Z"). Bir zweiter Schnittpunkt ist 
das BesohlennigangaEentram (Z*). 

Aufgabe 59. In welcher Beziehung stehen die Biegungen 
der Bahnen für Syetempnnkte innerhalb ttnd aoBetfafub des 

Wendekreises? (w = -=- ■ 5 + ^ — • vi . 

166. mnenutlkdMBtab^aataDetm. Ein Stob (F^. 82) Xr 
von der Länge a gehe durc^ eine ebene Bewegung in eine 



infinitesimal benachbarte Lage X'T' über, so da£ der PnnktZ 
den Weg äx und Y den W^ dy zurückgelegt hat. Die 
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Vektoren x,y der Eadpunkte dee Stabes seien auf das 
Momentanzen^om M bezogen. Nach diesen Atmahmen ist 
die vom Stabe dberetrichene (in der Fignr pnnktieTte) 
Flfiche dF dargestellt durch den Ausdruck: 

2dF=\(tf-x)(äy + dx)\. 

Nnn ist aber _ _ . .. 

dx ^ d& • X , dy—d9-y, 

wenn d9 die Amplitude der Drehung bedeutet, und es wird 
infolgedessen 

20= (y - x){d9 -y) -\- (.y - x){d&- X) , 
^^- 2dF=iy^-xi)-d& 
^'^ 2dF^iy*-x^d&. 



Wir nehmen nun an, mit dem Stabe XT sei ön Punkt Z 
{XZ= c, MZ-^ e) fest verbimden. Dann ist: 

y = X — c und X = «"— c — a . 
Man erhfilt also 

y' = «* + c* — 2 c Ä 

X* = e* + c -^a* — 2 c -j- o • e 
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und durch Subtraktion 

y2 — a;2 = — 2ac — a* + 2ä^ . 
Femer ist 



dz = d'9 • = fj • d^ f 

wenn If den Lotvektor auf der Bew^nngsebene bedeutet. 
Wir bilden jetzt 

ffä . dz = {^ • ^) dd = (ä • ^) d# 

und erhalten für das Doppelte des vom Stabe überstrichenen 
Flaohenelementes 

2dF= — (2ac + a«)^* -{-rfä^dz. 

In diesem Ausdrucke ist dz das Bahnelement des System- 
punktes Z, Das Arbeitsprodukt stellt also die Projektion 
dieses Bahnelementes auf eine zur Stabachse senkrechte 
Sichtung dar^ wenn man von dem Faktor a (Stablange) ab- 
sieht Setzt man daher in Z ein Badchen (Bolle) ein^ dessen 
Achse parallel zur Stabrichtung liegt und welches in der- 
selben Bichtung gerändelt ist^ so daß es parallel zum Stabe 
gleiten kann^ ohne zu roUen^ dann registriert dasselbe den 
Ausdruck 

jrfä • dz , 

wenn X den Bogen einer gegebenen Kurve durchläuft, 
wahrend Y auf der Peripherie eines festen Kreises*) (Badius 
CY = r) um den Stift C wandert. Die gegebene Kurve sei 
geschlossen und werde von dem Endpunkt X des Stabes 
einmal vollständig umlaufen. Jetzt sind zwei FäUe zu unteiv 
scheiden. liegt der feste Pol C innerhalb der geschlossenen 
Kurve (Fig. 83), so durchläuft * alle Werte von bis 2:^, 
und es wird 

2F = —{2äC'\-a^)^2n + fria'd'z. 
Der Inhalt der in Betracht kommenden Fläche ist 

Derselbe ist also vollständig bekannt, da durch die B^st- 
rierung des Bädchens (an einem Zählwerk) der Ausdruck 
Irfä^dz bestimmt ist Noch einfacher gestaltet sich die 

*) In dieser Anordnung icft der Apparat (mit Z auf der Stab- 
achse) das Amsl ersehe Polarplanimeter. 
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Planimetrierang der geschlossenen Kurve^ wenn G außerhalb 
derselben liegt (Fig. 84), denn in diesem Falle ist fäd^ ^ , 
da auf dem festen Kreise ein bestimmter Bogen vorwarte 
und rückwärts durchlaufen wird. Es wird also jetzt 

und da das Badchen algebraisch registriert, so stellt das 
Endresultat der Registrierung direkt den Flächeninhalt der 
gegebenen geschlossenen Kurve dar. 




Fig. 84. 

Als Führung des Punktes Y läßt sich jede feste Kurve, 
also auch eine gerade Linie wählen, was man durch einen 
passend konstruierten Karren erreicht, dessen Bäder nicht 
seitwärts ausgleiten können. Realisiert ist dies durch das 
Rollplanimeter. 

157. Das Rollen von Flftehen anfelnander. Nachdem die 
Elementarvektoren der Planbewegung für unsere Zwecke ge- 
nügend behandelt sind, wenden wir uns wieder der Baum- 
bewegung des starren Systems zu und betrachten eine be- 
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sondere Fonn derselben^ welche man als Kontaktbewegung 
beaeichnen konnte. Wenn die Oberflache eines Korpers si(£ 
beständig auf eine feste Flache stützt^ so hat der Be- 
rührungspunkt des beweglichen Systems entweder keine ab- 
solute Geschwindigkeit oder dieselbe ist — wenigstens im 
allgemeinen — von Null verschieden. Im ersten Falle nennt 
man die Kontaktbewegung ein Rollen im weiteren Sinne des 
Wortes^ im zweiten FaUe findet Bollen und Gleiten statt 
Die Entwicklungen in Nr. 120 (Zentralachse des Gre- 
schwindigkeitesystems) zeigen uns eine besonders interessante 
Form der Kontaktbewegung starrer Körper, die dem ebenen 
Bollen m^lichst analoe ist. Man kennt nämlich für die ganz 
allgemeine Bewegune des starren Systems in jedem Augen- 
blicke die Zentralacnse der Geschwindigkeiten. Die stetige 
Folge derselben bildet sowohl im ruhenden Baume, als auch 
im oewegten Körper eine B^elflache oder Azoid, welche 
einzeln der Spurkurve und Polkurve der Planbewegung ent- 
spredien. Diese Axoide ®i und ®j rollen aufeinander ab 
und verschieben sich lanes der gemeinsamen Bernhrungs- 
geraden (Zlentralachse) und zwar ist die Geschwindigkeit der 
Verschiebung (Nr. 120) 

, tw 

0) 

wenn wir die frühere Bezeichnung beibehalten. Diese eigen- 
artige Form der K<mtaktbewegung wollen wir als Axoid- 
bewegung oder Abschrotung*) bezeichnen. 

Wenn ein Körper, welcher nicht von einer Begel- 
flache begrenzt ist, auf einer ruhenden Fläche rollt, so bilden 
die aufeinander folgenden Kontaktpunkte auf jeder FiSche 
eine Baumkurve (BoUspur) und man erkennt sofort, daß die 
Kinematik der BoUbewegung in der engsten Beziehung zur 
Geometrie der Flachenkurven steht. Damit ist aber auch 
der Weg dieser Untersuchung vorgezeichnet. 

158. Der Begleitkörper einer freien Raumknrve. Zur Unter- 
suchung der Flächenkurven (Bollspuren) und der allgemeinen 
Baumkurven^ welche in keiner direkten Lagenbeziehung zu 
einer Fläche vorgestellt werden sollen, nennen wir die letz- 
teren freie Baumkurven und die ersteren, indem wir ihnen 



*) Diese letztere Bezeichnung rührt von Beuleaux her. 



238 ni. Absohnitt. Kinematik des starren Körpers. V^8. 

eine (unendlioh kleine) Breite auf der Flache zuschreiben. 
Kurvenstreifen« Auf die kinematische Bedeutung dieser 
Unterscheidung hat zuerst St. Venant (1843) in seinen 
Untersuchungen fiber die Elastizität ursprünglich gekrümmter 
Drahte aufmerksam gemacht und später haben Kirchhof f^ 
Thomson und Tait (Natural Philosophy Bd. 1) diese An- 
schauung unverändert beibehalten. In der reinen Geometrie 
ist sie im wesentlichen von Darboux (Lebens) vertreten 
worden. 

Als Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen denken 
wir uns die freie Kaumkurve in der Parameterform 

gegeben und leiten daraus nach Nr, 25 und Nr. 26 die 
Fimdamentalvektoren 

_ dx _ da _ 

ab. Diese Einheitsvektoren bilden ein rechtwinkliges Achsen- 
kreuz^ welches den auf der betrachteten freien Baumkurve 
fortschreitenden Punkt während seiner Bewegung begleitet. 
Identifizieren wir daher dieses Achsenkreuz mit einem 
starren System, so können wir kurz von einem Begleit- 
körper i^en, welcher dem beweglichen Kurvenpunkte stets 
zugeordnet ist. Seine Bewegung ist vollständig bestimmt, 
wenn man die Geschwindigkeit des Punktes in jeder Lage 
kennt. Insbesondere wird die Botationsbew^ung des Be- 
gleitkörpers aus den Gleichungen 

dö dv drj 



dx dx dx 

gefunden werden können. Denn aus diesen folgt sofort 



do _ dv -. dri _ 



da - dv ^ dfj _ 

WO (o„, Q>y , (Off die Komponenten der Winkelgeschwindig- 
keit ö) nach der Tangente. Bieeun^normale und Windunes- 
normale bedeuten. ^ ' ^ "^ *"*" 
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Die absoluten Werte des Kontingenzwinkels diff and 
des Windiingswiiikels dx (Nr. 26 nnd 27) sind definiert durch 



diff = 



ds 



äx- 



ds 
1/' 



wo r den Bi^^angsradios und f^ den Windungsradios bedeutet. 
Man hat also die Beziehungen: 

ds 



tldo = — • riv = dtp • a , 

a dv = vda — d^ = dtf s= dx^v , 



vdf) = . 



Die Vektoren —tido und odv betrachten wir als die orien- 
tierten Kontingenz- und Windungswmkel. 
Ghmz anal(^ ergibt sich: 

V • da =» , 



ff 'dv = — dtp • V , 



O'df) =dx'fi • 

Man erhalt demnach für die Komponenten der Winkelgeschwui- 
digkeit c5 des Begleitkörpers der freien Baumkurve: 

^X .. A .. ^V 



^^=""rf7' ^' 



0, a>, 



dr 



und es 



dy ^ dtp _ d;i^ _ 



dr dx 



.,-_.« 



Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit des Begleit- 
körpers der freien Baumkurve fällt also stets in die 
rektifizierende Ebene (liegt senkrecht zur Normalen) 
derselben. 

160. Der Begleitkörper des Kunrenstreifemu liegt die 
Baumkurve auf einer Fläche mit der Normalen 1 (£^. 85) 
und setzen wir 

so whrd 

<a) f[ = 6 sinA + e^cosJl , 

wenn i, den Winkel zwischen der Kurvennormale v und der 
Flachennormale e bedeutet. 
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Die diei Emheitsvektoren öflfQ bilden ein recht- 
ifinkbges Aohsenkreuz^ welches den laufenden Pnnkt auf 
der Flächenkiirve ebenso begleitet, wie das System a,v,if 
die freie Kurve begleitet Wir können daher jetzt anc^ von 
einem B^leitkörper der Flächenknrve (Etollspor, Korven- 
streifen) i^den und denselben in gleicher Weise wie vorher 
den Begleitkörper der freien Baumkurve kinematisch verfolgen. 




Fig. 86. 



Aus der Fig. 85 folgen noch außer der Gleichung (a) 
die nachstehenden: 



(b) 
(c) 
(d) 



V. = cosA • € — sinjl • Q , 
e = 008^*)^ + sinJl*^; 
Q^r^—sinX'V + cosA-^. 



Ffir die Botation (o/) des zweiten Begleitkörpers gilt das 
gai» analoge Pomelsystem: 



da 
dx 



= a/a y 



dx 



— o/« , 



dq 
d7 



= OXQ 



da 
'di 



—(Og*a, Q 



de 
57 



dg 



— o>i-«> ^^ = "-<»i'?* 



da . _ 

d7 "'«•'' 



de 
dt 



dQ 



j ■= 



—cä'a'S, e-^ = —m'.'Q . 
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Eine einfache Bechnung gibt nun 

da = — sinJl • dtp • q + cosA • dtp • e , 

de = {dX — dx) • Q — cosJl • dtp • ä , 

dQ = sinJl •dtp-ö + (sin^Jl 'dx — di)^e+ sinJloos^ • dx 'g 

und dann auch die erforderlichen Momentprodukte: 

ode ^^ — {dX — dx) • e , 

edo = — sinjl • dtp • ä y 

Qdo =^ — cosJl • dtp • ä . 

Hiermit ist die Berechnung der Komponenten von öT be- 
endet^ denn man hat 

, dX dx , . . dtp , ^ dtp 



also 



/dJl dy\ _ . . , dt/^ _ . , dv^ _ 



Neben der Biegung -p- und der Windung -—^ ist jetzt noch 

eine dritte Größe -=— hinzugetreten^ die bei den freien JEtaum- 

kurven fehlt. Um ihre Bedeutung anschaulicher zu machen^ 
als es nach den vorangehenden Festsetzungen ohne weiteres 

der Fall ist, denken wir uns mit -~- und -=^ den Grenz- 

ds ds 

übei^ang gegen Null aufführt, dann konvergiert m' gegen 

den Wert 

—/— ^^ ^* - 
^ ds dx 

-=— stellt sich jetzt dar als das Maß der ^^Yerdrehung^^ 

des Flachenstreifens. Im allgemeinen Falle nennen wir 
die Größe 

äl__dx_l^ 

ds ds "" r" 

das Maß der ^^Drillung^^ des Flächenstreifens. Die Drillung 
ist also die Differenz zwischen Verdrehung und Windung. 

Houn, Kinematik. 16 
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Ein gerades Stück Banddsen ist natfirUch biegtmgs- und 
windungsfrei, es kann aber bei gerader Achse eine be- 
stimmte konstante oder veränderliche Yerdrehnng haben, 
die den Querschnittsdrehungen um diese Achse (Mittellinie) 
entspricht St. Venant sagt in seiner Abhandlung über 
die elastischen Deformationen ursprfinglich krummer Drahte 
(Comptes renduB 1843): ^^On peut s'^tonner de voir, dans 
mes 4quations^ une certaine quantit^ tonte nouvelle'*')^ dont 
personne n'a encore tenu compte, et qui s'y trouve en quelque 
Sorte sur le m^me pied que les angles de contingence (dtp) 
et d'osculation plane (dx)* tJn exemple montrera fadlemeni^ 
je pense^ que ce deplacement angulaire du rayon de 
courbure sur la section (Querschnitt des Drahtes) devait 
entrer n^cessairement dans notre analyee/^ 

„Qu'on se figure une verge ^kstique ä double courbure 
serr^e de toutes parts dans un canal fixe et rigide, mais ou 
on puisse la faire toumer sur elle-mtoe, car on suppose sa 
section circulaire ainsi que celle du canaL Dans ce mouve- 
ment, les fibres les plus longues se seront forc^ment racoour- 
cies, les plus courtes se seront allongees, et il 7 aura eu 
aussi des torsions si les rotations imprim^s ä toutes les 
sections n^ont pas 6t6 les m^mes: l'^lasticit^ de la pi^ce aura 
iMst^ ^nergiquement, donc tous les oas, ä de pareils d^place- 
ments de ces points. Cependant^ ni les rajons de courbure 
ni dei^ plans osculateurs (Windung) de Taxe n'auront chang6 
en aucune mani^/' 

Lagrange hatte bei der Behandlung desselben elas- 
tischen Problems die Unterscheidung zwischen freien Baum- 
knrven und raumlichen Kurvenstreifen übersehen und war 
deshalb zu einem unrichtigen Resultat gelangt 

Wir haben durch die vorstehende Entwicklung**) der 
Botationsbewegung des zweiten BegleitkSrpers eine voll- 
stSndig ausreichende und anschauliche Grundlage für die 
BoUbewegung starrer Körper aufeinander gewonnen. 

IM. Zwei feste Kftiptr rolho anfelnandir. Auf jeder 
Oberflache denken wir uns die RoUspur voigeschrieben. La 

*) Dieser Ausspruch bezieht sieh selbstverständlich auf die 
kinematische und nicht auf die rein geometrische Auffassung, 
W^che schon bei Monge auftritt. 

^ Man vergleiche wegen einer mehr synthetischen Dar- 
stellung Thomson und Tait ;,NaturalPhilo8ophy'^. Partlypag.94. 
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Kontaktpmikt müssen dann die Normalen der Flächen, sowie 
die Tangenten der Spuren übereinstimmen. Da also ä und e 
für beide Oberflachen identisch sind, so ist dies auch mit q 
der Fall und man erkennt, daß für die Rollbewegimg zweier 
Oberflächen aufeinander die Begleitkörper der Spuren momentan 
zusammenfallen. In jedem der roUenden Körper stellt das 
Achsenkreuz des Begleitkörpers ein in ihm bewegliches Achsen- 
kreuz vor, auf welches die momentane Rotation desselben be- 
zogen wird. Unterscheiden wir also die Größen l,dXf dtp, dx 
je nachdem sie sich auf die eine oder die andere Spur be- 
ziehen mit den Indizes 1 und J, so sind die Winkel- 
geschwindigkeiten der rollenden Körper beziehungsweise 

Hierin sind alle Größen bekannt, sobald die Geschwindigkeit 
t^ =« -=— , mit welcher der Kontaktpunkt fortschreitet, ge- 
geben ist. Mit Einführung derselben nehmen die Formeln 
die folgende Gestalt an: 






«' 



w'. 



In diesen Gleichungen ist die Kinematik des Rollens zur 
vollständigen analytischen Darstellung gelangt, so daß alle 
weiteren Betrachtungen nur Folgerungen aus denselben sein 
können. 

161. Rollen eines starren Körpers auf ^er ruhenden 
Flflehe bei gegebenen Spuren. Man erteile jetzt den beiden 
bisher in Bewegung gedachten Körpern die Winkelgeschwin- 
digkeit — ä>i, so kommt der eine zur Ruhe und die Roll- 
bewegung des andern wird dargestellt durch die Rotation 
42)/ •— a>i = ä> um eine durch den Kontaktpunkt gehende 
Drehachse. Es wird also 

16* 
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l as as . 

+ u' cosXj-Y-^ — cos Ai —~- ö . 
L ds ds 1^ 

Die kinematiscbe Bedeutung der einzelnen Komponenten 
von ä> ist vollkommen klar. Das erste Glied 



(O, 



L (25 d5 \ ds ds / J 



entspricht dem Wanken des rollenden Körpers um die 
Achse der Spur. Das zweite Glied 



CO, 



-•'•H'^--»'.^) 



stellt das Schlingern*) des rollenden Körpers dar und das 
dritte Glied 



CDq 



= «'(c08X.^-C03Xi^) 



gibt das Fortrollen um die Querachse der Spur. 

Man kennt auch jetzt die Geschwindigkeit v eines be- 
liebigen Systempunktes des rollenden Körpers. Denn be- 
zeichnet man die absolute Lage des momentanen Kontakt- 
punktes mit F und diejenige des Sjstempunktes mit "0, 
so ist _ 

162. Freies Rollen. Bisher haben wir uns^ um den 
Einblick in den Prozeß der Bollbewegung zu erleichtern, 
nach dem Yoi^nge von Thomson und Tait auf das 
zwanffläufige Rollen beschränkt. Es bleibt nun ssa zeigen^ 
daß diese anscheinend spezielle Vorstellung tatsächlich gans 
allgemein ist 

Wir denken uns — wie in Nr. 163 — die stutzende 
Fläche und die rollende Fläche in der Parameterform ge- 
geben, so daß 

dx = ei • d(pi + €% • d(p2 =s ej • d<px + sndcpn 

*) Das Schlingern h&t man auch häufig als Pivotieren be- 
zeichnet. 
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wird. Hier sind eifhf h} ^n die in Nr. 55 definierten Be- 
gleitvektoren. Die Einheitsstrecken öjv ytf sind jetzt be- 
kannte Funktionen der Parameter 97, und die Fläohennormale 
wird ausgedrückt durch 

€^^ €1621616^ f 

sowie die entsprechende Formel für die rollende Flache. Aus 

e =« cosA • V + sinA • rf 
folgt, indem wir die Indizes weglassen 

cosA = r « , 
also nach Nr. 26 

f _ __ 
cosA = 3-i- ed^x . 



Ebenso ein&ch erhalt man 



r 



sinA» eov = -j-z-* edxd^x . 

ds^ 

Hieraus gewinnt man durch Differentiieren: 

cos A • dX = de^ -{■ e a dv 



und da ov = 1] und dav = ist^ 

coBk'dX = di^+ (cosA-y + miX*rji)drj ^ 

cos A • dA = di ^ + cosA • v drj , 
Nach Nr. 27 ist aber 



und demnach 



- -f— ds 
vdfi^-r 



^ dX de _ . cosA 



Setzt man hier noch 



' ds^ 



und 

so wird jj-i n , 

ds d5 cos>l ds^ 



'dedxd^x 
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und man erkennt, daß alle in den Entwicklungen von Nr. 161 
vorkommenden Größen durch die Parameter der stützenden 
und rollenden Fläche, sowie ihre Differentiale explizit daiv 
stellbar sind! Durch Einführung derselben in die Formel 
für CD (Nr. 161) gewinnt man den fertigen Ausdruck der 
Winkelgeschwindigkeit bei der freien Bollbewegung. 

168. Analytischer Ansatz des allgemeinen Rollproblems. 
Durch einen festen Punkt des Raumes legen wir ein recht- 
winkliges ruhendes Achsenkreuz Oi^t^z und beziehen darauf 
die Koordinaten der ruhenden Fläche. Sie mögen durch 
zwei Parameter 9?^ , (p^ ausgedrückt sein^ so daß 

(a) aJi = J?;(9?i, 9^2), 4 = J^2(9^i>9>2)* ^3- J^s(9>i, 9^2) 
die ruhende Fläche darstellen. 

In dem rollenden Körper nehmen wir einen beliebigen 
mit ihm fest verbundenen Punkte (7 , dessen absolute Koordi- 
naten Ci,C2,c^ sind^ und ein Achsenkreuz Ci^n.nif anf 
welches wir die Punkte der beweglichen Oberfläche beziehen. 
Ihre Koordinaten seien ausgedrückt durch die Gleichungen: 

(b) ^ = fi{(pjy (pn) , ^ji= fii{(pi, (fii) > xfin = fiiAspi^ 9n) • 

Zwischen den beiden Koordinatensätzen bestehen die Be- 
ziehungen: 

^2 -- ^ = «/2 • ^+ «1/2 • ffti + €/i72 • ^Ul y 
iCs — Cs = €i3 • <0i + 6773 * ^Jl + €///2 * ^Ul y 

worin die neun Koeffizienten e Funktionen (Nr. 114) der 
drei Eulerschen Positionswinkel*) (Kfß,y sind. 

Für beide Spurkurven führen wir jetzt die Begleitvektoren 

oäf Sx^ ^ 8(0/ — c) d(pf — c) ^ 

dq)i d<pf otpi C(pu 

ein. Damit nun die Wegelemente des Kontaktpunktes über^ 

einstimmen^ muß 

(d) ej • d(pi + ^ • d(pt = e*i dq)i + ^'nä<pu 

sein^ gleichbedeutend mit den Komponentengleichungen: 

1^11 • d(pi + ^1 • äq)% = ^n • ^9?/+ ^m • dq}u , 
^12 • dq}i + 6^2 • d<pi = C72 • ^9?/+ ^2 • d(pny 
^18 • ä(pi + eis • d(p^ = cjs • d(pj+ e^nz • dtpu . 
*) Diese Winkel sind in Nr. 114 mit q>, Wi X bezeichnet. 
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Hierza tritt noch die Fordenmg, daß die Nonxuden beider 
Fliehen in dem Kontaktpunkte übereinstimmen müssen^ waa 
durch die Gleichung 



zum Ausdrucke gebracht wird^ oder wenn man die Zerl^nng 
nach dem Koordinatensystem Oi^s^s einfährt^ durch 

(e') 



Diese Doppelgleichung enthalt zwei unabhan^ge Belationen 
zwischen den Eulerschen Winkeln (k, ß, y und den Para- 
metern 9?ly (pif (fjf (pji* 

Offenbar genügen zur Positionsbestimmung des rollenden 
Korpers die sieben Großen (pi^ q)%, <pj, <pn, »yßy y. unter 
diesen sieben Variablen bestehen nach (e) zwei Gleichungen, 
so daß fünf unabhängige Bestimmungsstücke bleiben , durch 
die sich dann auch nach Formel (c) die Große c ausdrücken 
läßt. Wenn nun Bollen ohne Gleiten stattfinden soU^ so 
geben die Gleichungen (d) noch zwei weitere unabhängige 
Gleichungen zwischen den Differentialen, so daß der roUendd 
Körper im unendlich Kleinen noch drei Freiheitsgrade besitzt, 
womit ausgedrückt ist, daß cö in jedem Momente noch will- 
kürlich gewählt Werden kann. 

Ist im besonderen Falle die ruhende Fläche eine Ebene, 
dann nimmt man die 3-Achse senkrecht darauf und setzt 

y^ «. oJi , 99^ s» a^ . Der Vektor der Flächennormale flidn : | e/«z/| 
fällt demnach in die 3- Achse und die Gleichungen (e^ werden 
durch dbe folgenden ersetzt 

(e") C/«cir3 — e/s«i7« = 0, ej^s^i — «Ji«ir8 = , 

wo 

j ö^ osfu dg/m 

w = «/j-T h «JI2 "5 r «laa "ä — 

Ö<pj 0(pj 0(pi 

dq>j o(pi Ofpj 



(0< 
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d(pjj d<pn dcpji 

d(pn dtpn ocpjj 

c/9727 ^9^77 ^(fn 

zu nehmen ist 

Nach einer leichten Umformung lassen sich die Glei- 
chungen (e'O &u<^b üi der folgenden Weise schreiben 

\Bq)i d(pii dcpu d<pi/ ' 
\d(pi d(pu Sq)n S<pj/ ^\B(pi ^(pu B(piiB<pi) 

\B(pi B(pn B<Pn B(pi/ 

Man hätte dieselben auch ohne weiteres ansetzen können^ denn 
sie drücken unmittelbar aus, daß die Flachennormale des rollen- 
den Körpers auf der ruhenden Ebene beständig senkrecht steht. 
Die Gleichungen (dO werden ersetzt durch 

Idafi = eJi • d(pj + ^in • ^9>77 
daf% = eji • d(pj + eu% • d(pu 
== c/s • d9?7+ ^778 • d(pn- 

Aufgabe 60. Um in einem konkreten Falle die all- 
gemeinen Bollbedingungen besser überblicken zu können^ 
empfehlen wir dem Studierenden die Gleichungen (d'^ und (e'O 
für einen körperlichen Bing (Toms), der durch Rotation eines 
Kreises vom Badius a um eine Achse in der Mittelpunkt- 
entfemung r entsteht, durchzuführen. Die Gleichungen der 
rollenden Fläche sind jetzt*) 

/j^(r+aoos<pj)Q08(pn, /n={r-\-acoaq)^Bm<pu, /ju=aQiaq)j. 

*) Wegen der Indizesbezeichnung möge hier bemerkt werden, 
dai dieselbe nur bei den allgemeinen Entwicklungen angebracht ist. 
Bei speziellen Durchführungen läßt man sie nach Möglichkeit fallen. 
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164. Das Absehroten der Axoide. Während bei der Plan- 
bewegang die Spurkurve und Polkurve beUebig angenommen 
werden können, bestehen für die beiden Begelflachen, deren 
Abschrotung einer allgemeinen Bewegung der betreffenden 
starren Körper äquivalent sind, gewisse Bedingungen des 
Anpassens (raccordement). Sie wurden vom Gesichtspunkte 
der Kinematik zuerst von Bour (Cours de m^canique et 
maohines Bd. 1, pag. 139) klar ausgesprochen. 

Ein Axoid ist das Analogen zur Kurve im Baume und 
wird erhalten, indem man die Parameter der geraden Linie 

i]{x — 6) = 

als eindeutige Funktionen einer unabhängigen Variablen tp 
auffaßt. Dementsprechend stellen also die Gleichungen 

(a) ^=X(tp), e^f{xp)y ri^^l 

eine bestimmte Begelfläche dar. Die einzelnen Geraden oder 
Erzeugenden derselben werden durchlaufen, wenn \p die 
aufeinander folgenden Werte innerhalb emes bestimmten 
Intervalles anninmit Da wir die Bedingungen des Ab- 
schrotens auf analytischem Wege ableiten wollen, müssen 
wir die in Betracht kommenden geometrischen Begriffe zu- 
nächst einführen. 

165. Kürzester Abstand zwisehen zwei benaehbarten Er- 
zeugenden einer RegelflAehe. Aus den Gleichungen (a) (Nr. 164), 
welche bei gegebenem \p eine bestimmte Erzeugende definieren, 
leiten wir eine unendlich nahe folgende ab, indem wir 

nehmen. Nach Nr. 22 ist der kürzeste Abstand der Geraden 



bestimmt durch den Ausdruck 
Setzt man hierin 



so wird 
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also in unserem Falle, wenn wir k durch dk ersetEen, 



dk^ 



8e 
dtp 




• dtp . 


r- 

V 


dl] 

dtp 



dfi 
Hierin ist rj -^ »dtp ^ dy der Winkel zwischen den be- 
nachbarten Erzengenden. Man bezeichnet nun die Große 



(c) 



de dl] 
^ dk dtp ^ dtp 



TT = 



^y -^^ 



V 



dtp 

als den Parameter der Erzeugenden. 

166. Zentralponkt und Zentralebene der Eraeugendem 

Die Vektoren des laufenden Punktes der G-eraden 



worin l und V ihre Abstände von den Punkten e und ^ be« 

deuten. Nun folgt'*') aus der Anschauung unmittelbar die 

Beziehung 

(d) e + hif+k = €'+V*tl' 

für diejenigen Werte von l und V, welche den Fußpunkten 
des kürzesten Abstandes k = ^=; • rj r\' entsprechen. 

Setzen wir also rirf^fmyj so wird nach (d): 

? = e'— 6-^+ ^' cosy 
icosy = e'— c — ^'+ ? 

sin^y . jg?* — e = [(^ — cosy 'rj^'e^—e]*!] 

gibt den Vektor ^ des Fußpunktes auf der Geraden 
17(0 — e) » . Dieses Resultat wenden wir auf unseren 

*) Die hier gegebene Ableitung für den Fußpunktvektor des 
kürzesten Abstandes ist der Darstellung in F. Schur, Analytisohe 
Geometrie, Leipzig 1898, S. 135 entnommen. 



166. B)Einemati8ohe£IementaiTelEtoren am starren System. 251 

Fall der benaohbarten Enseugenden an, seteen also wie in 
Nr. 165: 

und erhalten sofort 

de drj 

(e) ^^. = -5=5-^. 

Dieser durch den Vektor ^ definierte Punkt der Erzeugenden 
wird von Bour der Zentralpunkt derselben genannt. 
Aus = e + l*^ folgt 

Mithin hat der Vektor 



-i 



(f) n = i]-^- + hi]-^ 

otp dtp 

die Richtung der Normale zur Tangentialebene der Begel- 
fläche. Für den Zentralpunkt wird 



oder 



' dtp ' dtp 

de dif 



d.h. 



de dtp dtp drj 



w = 



w 



dtp 

Hieraus folgt mit Berücksichtigung von Gleichung (c) die 
einfache Formel __ 

(g) *^=-*-|^- 
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Die Tangentialebene im Zentralpunkte heißt die Zentral- 
ebene der Erzeugenden. 

167. Bedingungen des Absehrotens der Azoide. Es fragt 
sich nun, welche Neigung (j^) hat die Tangentialebene in 
einem beliebigen Punkte der f^eugenden gegen die Zentral- 
ebene. Zu Lesern Zwecke bilden wir zunädist 

de dff 



nn* = jr* 



'-^■{-mi^h'-m^^) 






Da nach der Entwicklungsformel 



wird^ so findet man 



Zweitens bilde man 






Nach diesen Vorbereitungen ist der Neigungswinkel j^ be- 
kannt, denn man hat 

^^ '^WW^'^l^ _ de_dti_ * 

dtp dtp 

Berücksichtigt man noch die Beziehung 

Se dlf - öiy* de drj 
7 I» _ 7 . ^ V ^y _ ' ^ ^y dtp dtp 

dtp dtp 

so erhalt man die Chaslessche Formel 

0») *8Z* = ^ 
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und den entsprechenden Satz: 

Haben gtoei Begelflächen je eine ihrer Ereeugenden 
und die srngehorigen ZenircUdfenen gemeinsam^ dann 
fdUen auch die Tangentialebenen derjenigen Punkte der 
Erzeugenden zusammen, die gleichen Abstand von dem 
gemeinsamen Zentrdlpunkte besitzen, wenn die Parameter 
beider Flächen übereinstimmen. 

In diesem Falle können also auch die gegebenen Axoide 
voneinander abschroten und diese Bewegung setzt sich zu- 
sammen aus einer Translation längs der Erzeugenden, welche 
ihre Zentralpunkte zur Deckung bringt und einer Rotation^ 
deren Amplitude gleich dem Neigungswinkel der korre- 
spondierenden Zentralebene ist. 

Als ein sehr einfaches Beispiel wollen wir den Fall 

(1) e = cosv • a + siny; • «ä , e* = 1 

,ox - - , sina. , _ 

(2) ly = coBoc • € H (cos v' • ea — QUitp • o) 

a 

betrachten. Alle Erzeugenden schneiden jetzt einen Kreis 
mit dem Badius a, auf dessen Fläche e senkrecht steht. 
Aus 17 € = <^oe(K schließt man, daß alle Erzeugenden einen 
konstanten Winkel oc mit der Achse c bilden. Unsere Begel- 
fläche ist also ein einsohaliges Botationshyperboloid. 
Man findet nun 

Se . « . ötf sin« _ 

dtp 7-17- 'dtp a 

n -^ = c — cos« • w , f] -^ « sin^a , 

' dtp ' ' doc 

dn drj . 

dtp otp 

Folglich für den Parameter: 

ji* = — -actg«, jgf* — = f^ s= . 

Der durch Gleichung (1) dargestellte Kreis (Kehlkreis) ent- 
halt alle Zentralpunkte. Zwei Hyperboloide mit den Kehl- 
kreisradien ai, aj und den Neigungswinkehi oci, on können 
daher nur dann aufeinander schroten, wenn die Bedingung 

aictgai = a/ctga2 
erfüllt ist 
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Hiermit verlassen wir die Azoidbew^ung, obwohl dies 
einem gewaltsamen Abbrach der vorstehenden elementaren 
Entwicklungen gleichkommt. Ein weiteres Eingehen wfirde 
namentlich die Ausführung der Yerzahnungstheorie mit Rück- 
sicht auf die praktischen Anwendungen erfordern. Dieses 
Gebiet wird aber besser in der technischen Mechanik behandelt. 



C) SystemgToßen för den starren Korper. 

188. Primitive und abgeleitete SystemgröBen. Die kine- 
matischen Fundamentalvektoren des starren Körpers: Trans- 
lationsgeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit^ sowie ihre 

Kombinationen (z. B. co Q und ihre Derivierten nach der Zeit 
beziehen sich nicht auf einzelne Punkte des Körpers (wenn 
sie auch von der Auswahl solcher Punkte eventuell abhängig 
sind), sondern auf das starre System als solches. Von dem 
Massenbegriffe sind sie durchaus unabhängig. Wir nennen 
dieselben primitive Systemgrö£en zur klaren Unterscheidung 
von anderen Größen, die sich gleichfalls auf das ganze System 
beziehen, aber von der Massenverteilung wesentlich abhängen. 
Solche Systemgröfien, deren Definition die Berücksichtigung 
der Massen der einzelnen Elemente in sich schließt^ wollen 
wir als abgeleitete Systemgrößen bezeichnen. Hierhin ge- 
hört die Gesamtmasse ^*«5^ eines starren Körpers oder 
eines Systems derartiger Körper, femer der B^riff des 
Schwerpunktes, der Trägheitsmomente und die wichtigsten 
kinematischen Systemvektoren, welche in diesem Kapitel zu 
•entwickeln sind. 

169. Skalare und gerichtete SystemgröBen. Ungerichtete 
{skalare) Elementarerößen wie z. B. JS= ^v* liefern durch 
Summation über tSle Massenpunkte auch skalare System- 
größen. So ist 

•die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massen- 
punkte des starren (oder auch veränderlichen) Körpers die 
kinetische Energie desselben. Der Vektor des Schwerpunktes 
eines materiellen Systems ist eine gerichtete Systemgröße. 

170. Definition des Schwerpunktes. Für ein starres (oder 
veränderliches) System materieUer Punkte jl^, yl'y {/'% . . . mit 



170. 
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den Pocdtionsvektoren W^ ö^^ oi^y . . . (Fig. 86)*) iat dor Sohwer- 
punkt Q^ definiert durch die Beziehung 

(a) ZfjLX^ö^ 'Zfi^ fi* 'öS^. 




Bilden die Massenpimkte ein stetiges Systenii so geh< 
Sammationen in Int^rale über. 

Es laBt sich leidit 
zeigen^ daß die Lage 
des Sdiwerpmiktes (ß) 
im materiellen System 
von der Wahl des Be- 
zugspunktesunabhangig 
iat Voü dem mrsprfing- 
liohen Bezugspunkte 
(Fig. 87) gehen wir 
zu einem neuen (y 
fiber, der von jenem 
um die Streckie e ab- 
steht. Dann ist 



die 




Fig. 87. 



und 
oder 



x—z—e^Q 

2 fA • j^ = 2 fix — e 

/i*«y — ^*(^ — c) . 



Folglich ?*' = af — 6^ womit die Behauptung erwiesen ist. 

Häufig zerlegt man die Vektoren der Massenpunkte und 

des Schwerpunktes nach einem mit dem Körper fest ver- 

*) Fehlen bei einer Figur die Pfeile, dann steht der Buch* 
stabe konsequent auf dem rechten Ufer des Vektors. Dies ist 
zugleich die bequemste Bezeiöhnung des Biohtangssinnes. 
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bandeneD Achsenkreiu. Die Gleichiiiigen (a) geben dann 
die Komponenten 

2§A • a^i = ^ • xj 

J?/* • ai, = ^ • a^ 

oder bei stetiger Massenverteflong, indem man /i = Ildxi dx^ dx^ 
setzt, wo /7 die spezifische Didite im Punkte ipi^f x^ , x^ be- 
deutet^ 

^« ^ fff^^ ^^ ^^ ^^ ^ ^ fff^^ ^^ ^^ <^^ 
fffndx^dx^dx^ ' JffUdx^dx^dx, 

^^ _ fff^^ ^^ <^^ <^^ 
^ fjfUdx^dx^dx^ 

n ist hier als Funktion dar rechtwinkligen Koordinaten 
^f ^f ^ ao&n&ssen mid die Grenzen der Int^rale sind 
dnrdi die Gestalt der Oberflache des Körpers bestimmt. Die 
Ausfohrong dar Int^rale for g^ebene Massenvertolmigen 
und bestinmite gesetzmäßige Begrenzungen ist Sache der 
Int^ralrechnung, wahrend die experim^itelle Bestunmong 
des Schwerpunktes als eine wichtige Au%d>e der Dynamik 
(Bd. 2) zufaUt 

171. Trighfiftsmoment des starren Kfcpen in benig auf 
eine bestimmte Aelise. Die Linie durch CF sei dne Dreh- 




Fig.88L 

achse im starren Körper und Z ein Massenpnnkt desselben. 
Den Abstand FZ dieses Punktes von der Drehachse be- 
zeidmen wir mit r^. Nach Fig. 88 ist dann 
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Die über aUe Massenpunkte des Körpers ausgedehnte Summe 

(a) T^=^Sfif% = 8,iz*^8(jfz)^ 

ist das Trägheitsmoment desselben in bezug auf die 
durch C und den Einheitsvektor ^ bestimmte Achse. 

Für ein mit dem Korper fest verbundenes Achsenkreuz 
Cj^n,in wird 

und man erhalt daher die entsprechenden Trägheitsmomente 

Zuweilen setzt man 

und nennt die Strecke e^ den Trägheitsradius. 

Um den Zusammenhang von I^ mit Tjj Tu, Tm dar- 
zustellen, schreiben wir den Ausdruck 

r^ « 4 + ^/ + ^ii- (Vi^i + Vii^ii + Viii^my 
in der Form 

K = ^ J (^h + 4ii) + vh (^hi + 4) + vhi (4 + 4i) 

Folglich wird 

(d) (^^ = ^5-^^ + ^'^-^^^+^'^^-^^^^-2i7,,i7z//-D/ 

l — 2 rjjxi Vi' ^it ~" 2 ViVii ' -^///^ 
wenn 

(e) Di = 8jii*xinZjjj, Du = 8 fi - Zuj^i , !>///= fl^/*-^/^// 

gesetzt wird. Diese neuen Größen bezeichnet man als die 
Deviationsmomente des Korpers in bezug auf die Achsen 
^/> Cljif (^iii 0^6' eigentlich in bezug auf die Ebenen, auf 
welchen diese Achsen senkrecht stehen. 

172. Verhalten des Trägheitsmomentes bei einer Parallel- 
versehiebung der Aelise. Die ursprüngliche Achse, welche 
durch den Punkt (1%. 86) geht, werde durch Parallel- 
verschiebung nach dem Punkte (7 versetzt Nach den Be- 
zeichnungen in Nr. 170 ist 

und deshalb 

8/110^ = S/i • ^^=re2 = 8fix^ + iii*e^ — 28ßÄ-ex, 

Henn, Kinematik. 17 
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Nun ist aber 

also auch 



173. 



Die Trägheitsmomente T und T' um die Achsen und (7 
stehen also in der Beziehung 

T'— r+ AI*«» — 2^eaf co8(^/g) . 

Ffir o;* = oder ^ J. 6 geht die Relation in die ein&chere 

über, die sehr häufig angewendet wird. 

178. Verhalten der Komponenten des Trägheitsmomentes 
bei einer Drehung des Koordinatensystems. Beziehen wir das 
Koordinatensystem Cj^n.in auf ein im Baume ruhendes 
Achsenkreuz Oi,2»8» so bestehen die Beziehungen 

ffj =«12 •^l+««2 •^«+€8/ '^8j 

Zu = Sin • Zi + etu • ^8 + «8// ' ^8 > 

17/ = eil 'fji + en -1^8 + «8/ •i?8i 
^z/ = «izz • ^1 + «2/i • ^2 + fisir • ^8 ; 

^iZZ= «ll/J* ^1 + C«i7i* ^2 + Ssin* 1?8 > 

worin die e bekannte Funktionen der drei Eulerschen 
Positionswinkel 99, v^i ^ (Nr. 114) sind. 

Die Zerlegung nach den Achsen Ci^s^s liefert 

\ — 2iy8^i-A - 2i?i%-Z>8 • 
Hierin ist 

Man erkennt sofort, daß zwischen beiden Komponenten* 
Zerlegungen lineare Beziehungen'*') von der Form 



(a) 



*) Eine eingehende Untersuchung dieser Beziehungen findet 
man bei Gibbs, Vektor- Analysis. 
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und die ganz analogen Ausdrücke ffir D^ , Dg , D3 • 

Alle Koeffizienten r , o usw. sind eindeutige Funktionen 
der Eulerschen Positionswinkel. Hier interessiert uns nur 
eine bestimmte Drehung des Koordinatensystems, welche 
das Verschwinden der zugehörigen Deviationsmomente ziur 
Folge bat 

174. Trägheitshauptactasenu Wir betrachten jetzt neben 
den Gleichungen (a) in Nr. 173 die inversen: 

( Zi = 8ij»0j + Btir^ii + eiui'Zmf 

s% «= fif /• »i + €27/* Zu + e%m*ZiUf 

^8 = csi* Zi + ezn* Zu + €32//* Zuij 

rit = fi2i • ^i + €«//' ^Ä + ^%nr tiiu > 

» ^j = «82* ^j+ 89u*Vu+83m*Vnif 
und setzen zur Abkfirzung 

Sfiz^j-'-Äj, 8fizjj:='Äu, Sfiziii^Am, 

8fizi=^A^^ Sfii^^Ä^r S[jLzi =^. 

Die Bichtung C^ im Körper wird eine Hauptachse ge- 
namii^ wemi die Bedingungen 

<b) D^ = 8iiiZsZ^^0, D, = Sf^^i0, = 

erfüllt sind. 

Aus der Beziehung 

Zi Zj «- Zi{eij* Zi + eti »Zt + e^i • Zs) 

=^ Zi(eu*Zi + fiijz' ^iz+ sim^Zui) 

folgt - . -n I n 

In derselben Weise gewinnt man aus den Entwicklungen von 
jSiZii und ZiZui die analogen Gleichungen: 

fiii/ • Ai = fii/» D227 + eju' Au + Ci7/i* J)j 9 

filier • ^1 = fiii- -D77 + «777* -D7 + fiii77- Auz . 

17* 
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Äi ist demnaoh bestimmt durch die Gleichungen 

cii* Dm + ejjii^n — ^d + sinrBj = , 

«!/• Du + ein- jD/ + eimiÄin — -ii) «- . 

Folglich muß Ä^ eine Wurzel der kubischen Gleichung (in 
Determinantenf orm) : 

Äj—A, Djjj, Du 

(d) Dm, An-Ay Dj =0 

Du, Dj, Am— A 

sein. Sie besitzt, wie in der analytischen Geometrie des 
Baumes bei Gelegenheit der Hauptachsenbestimmung des 
Ellipsoides gezeigt wird, drei reelle Wurzeln. 

Die Bedingungen, daß auch die Richtungen C, und C^ 
Hauptachsen enthalten, d. h. daß Ci, s, s ein Hauptachsenkreuz 
wird, führen ebenfalls auf die Gleichung (d)« Die Großen 
A^y Aj^j A^ sind demnach die Wurzeln dieser Gleichung. 
Sind sie als Funktionen von J./, An, Am, Diy Du, Dm ge- 
funden, so liefern die Gleichungen (c) und die ihnen ent- 
sprechenden für die beiden andern Achsenrichtungen die neun 
Koeffizienten €«5. Die expliziten Ausdrücke"') sind 

M^ ^? 

^^'"^BuDm-iAi^A^Di ' '''''' DmDj--(Ajj^At)Du^ 



fi2i«= 



DjDu''{Am-Ai)Dm' 
Mi _ Mi 



DnDm'-{Aj^Ai)Di' 



fi2IZ = 



M^ 



DmDi'-{An'-At)Dn^ 



Ciui = 



€82 — 



DjDn'-{Am'-A2)Dm' 
Mi Mi 



C8i7 = 



DnDm-{Ai'-As)Dj' ^^" DmDj-{Au-Ax)Dn 

Mi 



^sm 



DjDu-{Am'-A,)Dm' 



*) In dieser Form bei Broch, Lehrbuch der Mechanik.. 
Berlin und Ghristiania 1854, S. 172. 
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Hierin ist zur Abkürzung gesetzt 

+ 



Jtf? [DuDja-iAj-Äi)DiY ' [DujDj-{Än- Äi)DnV 

1 



+ 



+ 



Jfj* [DnDin-{Ai-At)Di]* ' [DiuDi-{An-Ä,)Di^' 

+ 



Das TragheitBmoment am die Achse ^ wird jetzt 
(e) T^ = t}l.T,+ijl-T, + ril.T,, 

wo die Beziehungen 

±1 = j4j + Ag , Jtj = ja« + A^ , ^8 °°° -"1 T A^ 

zu beachten sind. Setzt man noch in (e) . 

Wn y^ y^, 

y^-«i» y^-"»' yl""'V 

so kann man bei beliebiger Wahl der Lange m die Größen 
IfiyVifPs ^ rechtwinklige Koordinaten eines Punktes auf der 
Oberflache des EUipsoides 

(f) 4+4+4=1 

betrachten. Diese Fläche wird als TrägheitselHpsoid*) 
des Korpers bezeichnet. Seine Achsen di, d^, a^ liegen in 
den Hauptträgheitsachsen. 

*) Man nennt es auch zur Unterscheidung von verwandten 
konfokalen Flächen zweiter Ordnung das Po insotsche Trägheits- 
elHpsoid. 
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Wegen der Berechnung der Trägheitsmomente von 
Körpern mit gesetzmäßiger Begrenzung und ebensolcher 
Massenverteilung mfissen wir auf die Lehrbücher der Inte- 
gralrechnung und die betreffenden Aufgabensammlungen ver- 
weisen, wahrend die experimentelle Ermittelung im zweiten 
Bande (Dynamik) behandelt wird 

175. KInetbehe Energie des starren Körpers. Die Ein- 
fuhrung des Ausdruckes für die Elementargeschwindigkeit 

t; = f+a)(a; — c) in E = ^5/iV* 
gibt für die kinetische Energie des Korpers zunächst 

wenn, wie bisher, sT—c = geschrieben wird. 
Der erste Teil 

(a) Et^ifi*'P 

ist die Energie der Translation, während der zweite 

die Energie der Rotation darstellt 

Der hier auftretende Systemvektor 

(b) J = S/i • z{py z) 

läßt sich in einfacher Weise durch die Trägheitsmomente und 
Deviationsmomente des Körpers ausdrücken. Denn es ist 

z{(o z) = z^ »cö — {cözjz , 

folglich, wenn wir nach dem im Körper festen Achsenkreuz 
C/, jj, m zerlegen 

1J1 = Tx •coj— Dm'<on — I>u*ci>inf 
Ju = —Dur o>/+ Tu . CDii—Dj • com, 
Jjjj = —Du •(Ol— Dl • ö>j7 + Tju • wui- 
Nun ist aber 

(Oj^co^rji, a)n=(0'ij2i, (Oui= o>*i]m f 
so daß man 

ftr^Wr^r + vh' Tn+nnrTrn 

— 2 nunm • D/— 2 riiiiYii •Du—'l tJiVuDjjj] 0)» 
erhält oder 

(0) Er=ii;-CO«. 



W -Id.. 
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Für die späteren Anwendux^en ist aber der Ausdruck 

a)//ö>/// — 2 D//- cü/j/O)/ — 2 D/// • a>/ cöjrj] 
meistens vorzuziehen, wenn man nickt die ursprüngliche Form 

(CO E.-iä>J 

unmittelbar benutzen will. 

Das dritte Glied in E^ nämlich 

läßt sich durch Einführung des Schwerpunktes sS^ noch 
weiter vereinfachen. Aus 

folgt nämlich _ __ 

S fizt = /i*» jei*<, 

so daß man den definitiven Ausdruck 



(d) E,«»A**(c5-ie^<) 

erhalt. Die ganze kinetische Eneme des starren Korpers 
können wir also darstellen in der Form 

(A) E«E*+Er+E..-i/i*-<» + ii;.a)» + /i*(ä>.;^. 

Em verschwindet unter anderem, wenn der Botationspunkt G 
mit dem Schwerpunkte 8* zusammenfällt. 

176. Die Eulerschen Impulsvektorenu Die Bildung der 
skalaren Systemgrößen ist eine äußerst einfache Operation, 
insofern man nur eine Summation, welche sich über alle 
Massenpunkte des Körpers erstreckt, auszuführen hat Ganz 
anders steht es mit den abgeleiteten Systemvektoren (man 
vergleiche Nr. 168), die man wohl in unbeschränkter An- 
zahl nach irgendwelchen formalen Gesichtspunkten definieren 
könnte, deren Berechtigung jedoch dann erst durch den Nach- 
weis ilurer Notwendigkeit gezeigt werden müßte. Diese Schwie- 
rigkeit ist uns bereits bei der Betrachtung der einfachen dis- 
kreten Punktsysteme (11. Abschnitt) in Nr. 74 und 75 begegnet 
und wir konnten dort die Systembeschleunigung Q für ein 
zwan^ufiges System (mit einer Positionskoordinate &) durch 
eine Gleidbung von der Form 
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definieren. Für Systeme von zwei Freiheitsgraden (mit den 
Positionskoordinaten ^^^ ^,) setzten wir dann in Nr. 79 
ganz analog 

Zfjiwdx = ^ »^^1 + Q2 • ^^» 

und betrachteten die Großen Q^ nnd Qg ^ <^® Kompo- 
nenten der Sjstembeschleunigung^ welche übrigens kein 
Vektor in unserem Sinne ist. 

In analoger Weise wollen wir jetzt die Ausdrficke 

Sfivdx und Sfiwdx 

als die Quelle der Systemvektoren für den Geschwindigkeits- 
und Beschleunigungszustand des starren Korpers ansehen. 
Der erstere Ausgangspunkt liefert ohne ' weiteres 

8fivdx = Si!Jiv[dc + d'9(x—.c)] 
oder 



Die auf diese Weise eingeführten Größen 

(A) p=^8fiv, y= 8iii{x — c)v , 

welche nichts weiter sind als die geometrische Summe der 
el^nentaren Massengeschwindigkeiten des Körpers'*') und die- 
jenige ihrer Momente in bezug auf den Botationspunkt C be- 
zeichnen wir als die Eulerschen Impulsvektoren des 
starren Systems. Der Inhalt der Gleichung 

8fivdx = P'dc + y*d'& 

läßt sich jetzt in dem Satze aussprechen: 

Die gesamte viriueUe Arbeit der elementaren Massen- 
geschtmndigJceUen des starren Systems ist gleich der Summe 
der virtuellen Arbeiten der beiden Eulerschen ImpulS' 
Vektoren. 

Man erkennt auch, daß die Arbeit p* de infolge der 

virtuellen Translation de und daß die Arbeit V- d^ bei der 
virtuellen Drehung entsprechend der Amplitude öd^ um die 
Achse ri geleistet wird. 

HierniEtch nennen wir insbesondere p den Impulsvektor 
der Translation und v denjenigen der Rotation. Die 

*) p ist demnach die al>8olute Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes mal der ganzen Masse. 
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Definitionsgleichiiiig der beiden Impnlsvektoren^ nämlich 

8/ivdx = pdc + V dd^ , 

geht für dx = dx, dc = dc und d'9 = d'& und Division mitcJr 
in den Eneigieausdruck 

(I) 2E = p-< + V.ä) 

über. 

Die Einführung von t; = i + ör^ in die Ausdrücke (A) gibt 

{p = ft* . < 4- ft* . CO j2f* und 

wo J der bereits in Nr. 175 eingeführte Systemvektor ist. 
Wenn der Rotationspunkt C in den Schwerpunkte des Körpers 
fallt, also z* = wird, so vereinfachen sich die beiden Euler- 
schen Impulsvektoren und man hat 

(BO . p = /i*.^ V=J. 

Da dieser besondere Fall von überwiegender Wichtigkeit ist^ 
so wollen wir — im Anschluß an die übliche Bezeichnung — 

auch J den Impulsvektor der Rotation nennen. Eine Ver- 
wechslung mit V ist ohnehin hier, wegen der konsequenten 
Buchstabenbezeichnungy ausgeschlossen. _ 

Die Zerlegung der Eulerschen Impulsvektoren p und V 
kann in dreifacher Weise geschehen, entweder nach dem 
ruhenden Achsenkreuze Ci,2,s bzw. Oi,2j3> oder nach dem 
mit dem Körper fest verbundenen Achsenkreuze C/, i/, ui oder 
endlich in bezug auf ein Koordinatenkrenz, welches eine defi- 
nite Bewegung in dem starren Körper hat. Wir haben die 
letztgenannte 2ierlegung bisher nicht ausdrücklich hervor- 
gehoben, weil sie nur bei Kontaktbewegungen*) von wesent- 
lichem Nutzen ist. 

177. Diflerentlatloii naeh einem Vektor**). Die unab- 
hängigen Veränderlichen, nach welchen wir bisher bei der 
Verwendung der Vektorrechnung differentiiert haben, waren 

*) Man vergleiche L. Appell, Les nouvements de roulement. 
Paris 1899. 

**) Diese symbolische Operation ist hier von untergeordneter 
Bedeutung und dient im folgenden nur zu einer abgekürzten 
Schreibmig der Eulerschen Gleichungen. Man findet die all- 
gemeine Auffassung (Gradient) bei Gibbs, Vektor- Analysis. 
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stets skalare Größe wie die Zeit oder eine Bogenlänge. Be- 
trachten wir aber den skalaren Ausdruck 

so hindert uns nichts^ auch hier zunächst v durch v + Av 
zu ersetzen und dann einen Grenzübergang zu machen. Es wird 



also 

AE ^v • Av + \Äv^, 

folglich; wenn wir das Arbeitsprodukt wie ein algebraisches 
Produkt behandeln: 

-—r = 1; + \Av . 
Av * 

Der Übergang zur Grenze liefert die Gleichung 

^ dE 

dv 

Ganz analog wollen wir jetzt mit dem Ausdrucke (Nr. 175): 

(a) E = ^/i*-iJ+/i**(ä)'je^Q + -J-ä>'/S/i*jef(a)jef) 

verfahren. Variabel sind a>; ^, d. h. der Geschwindigkeits- 
zustand, nicht der Ort Man erhalt also beiVemachlassigung 
der kleinen Größen zweiter Ordnung: 

d! E == /i* • (^ di) + /i* • (ö) . '^Tt) + /i*-(d[ä>-^ + id[ö>-J 
Nun ist aber 



CO z{dco • 0) = 0^{(o dcü) — {zdo)) (i a>) , 
also 

ä> • Sjj. z(d(o • z) =* dlb • Sfi [s^ • (ö — (zcS) •'ß\ = dcö • J . 
Demnach wird 



Schreibt man nach Analogie der gewöhnlichen Differential- 
rechnung 

dt S(o ' 



178. G) SystemgrOßen fOr den starren Körper. 267 

so wird _ ßt - dE 

und man erkennt, daß sich die Eulerschen Impolsvektoren 
symbolisch durch E in der einfachen und übersichtlichen Form 

(b) p = -^ Y = ;ä^ 

darstellen lassen. Ersetzt man in E alle Vektoren durch ihre 
Komponenten (z. B. nach den Richtungen des im Korper 
festen Achsenkreuzes), bildet dann in gewöhnlicher Weise die 

skalaren Differentialquotienten -r — ^ -^^ usw., so stimmen 

^ acDj ocon 

dieselben tatsachlich mit p/, pu usw. überein. Diese sechs 
skalaren Beziehungen werden also durch die beiden sym- 
bolischen Gleichungen (b) ersetzt. 

178. Impubvektoren für die Planbewegmig. Die Ge- 
schwindigkeit hat jetzt bei der Bewegung des Körpers parallel 
zu einer festen Ebene die Komponenten (a>/ = , oon = , 
(oin= (o, tiu= 0): 

so daß die kinetische Energie die einfache Form 

annimmt. Hieraus erhalt man durch Anwendung der Glei- 
chungen (b) in Nr. 178: 

P/ = /**(</— o>-^//)> P// ===/** (^//+«>^/)> 

Anmerkung. Auf den ersten Blick erscheint es auf- 
fallend, daß die räumlichen Komponentenformeln für p und V , 
die in Nr. 180 zusammengestellt sind, bei direkter An- 
wendung außer Vj^j^V noch zwei weitere Komponenten 

V/ =-/t*^//^//— J5//-Ö) 

geben, die jedenfalls von Null verschieden sind, solange 
xdcht 0xn "==0, D/ = D// = wird. Welches ist die kine- 
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matische Bedeatong dieser Komponenten für die Plan- 
bewegong? 

179. Die Ettler sehen Besehleunigmigsvektoreii des sterren 
Systems. Wir setzen 

Da auch 

SfAwdx^ Sfiw[6c + d'&{x — c)] 
ist, so wird 

q^Sjuiw, ^ ^8fi{x — c)w . 

In dieser Form sind die Eul er sehen Beschleunigungsvek- 
toren ij und W den entsprechenden Geschwindigkeitsvektoren 

p, V ganz analog definiert. Es handelt sich also jetzt nur 
darum zu zeigen, in welchem Zusanunenhange sie mit den 

letzteren stehen. Ohne weiteres sieht man, daß ö = — ist. 

or _ 

Nicht ganz so einfach ist die Beziehung zwischen W und V . 

Man hat 



, = -^ [Sfi (x — c) v] = 8fi {x — c)w + Sfi {V'-t)v 
oder — dV — 

Durch die beiden fundamentalen Beziehungen 

ist der Zusammenhang der Besohleunigungsvektoren des 
Systems mit den Impulsvektoren desselben hergestellt. Es 
ist als q gleich der Beschleunigung des Schwerpunktes multi- 
pliziert mit der Masse des Körpers, und für die Wahl des 
Schwerpunktes als Botationspunkt wird nach (W) in Nr. 176 

V = il und nach (B) derselben Nummer p ^ == , also 

d.) w- f . 

Solange es sich lediglich um Zerlemngen nach den 
Achsen Oi^t^s des ruhenden Baumes handdt, ist unsere Dar- 
stellung der Sjstemvektoren des starren Körpers ausreichend. 
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Dieses Bezugssystem hat aber den großen Nachteil, daß die 
Tra^eits- und Deviationsmomente T^, T^^T^, Di^D^y D^, 
sowie die absoluten Schwerpunktskoordinaten isl, e\y e\ als 
mit der Zeit veränderliche Großen in den Grundgleichungen 
der Kinematik eintreten. Um dieser Schwierigkeit aus dem 
Wege zu gehen, wendet man auf die Vektoren p und V die 
Prinzipien der relativen Bewegung an und ermöglicht so 
eine emfache Zerl^ung nach den Achsen Cj^u.in* Mit Bei- 
behaltung der früher (Nr. 134) angewendeten Bezeichnung ist 

dp -5,, bp dy -^. bv 

und die Gleichungen (I) werden jetzt ersetzt durch die folgenden 

(H) ij = äni + 4^, W = ^+^ + <p. 

OT Dt 

Man kann auch die Abhängigkeit dieser Vektoren von der kine- 
tischen Energie des Körpers zum Ausdruck bringen^ indem man 
die Gleichungen (b) in Nr. 177 berücksichtigt. Dies gibt 



(in) 



öE , b /ÖE\ 



^ 6E , b /ÖE\ , ,^ 



(o br \do^/ dt 

Die Aufstellung der Gleichungen (11) für z* = und das 
Hauptachsensystem Cj niu durch Euler*) ist eine der be- 
deutendsten kuQematischen Leistungen des 18. Jahrhunderts. 
Operiert man nicht schon von vornherein mit Kompo- 
nentengleichungen^ so ist die direkte Einsetzung von p 
und V in die Gleichungen (II) notwendig. Dies gibt 



(IV) 






*) Der studierende konsultiert am bequemsten seine Theoria 
motus corporum solidorum seu rigidorum. Bostook und 
Grei&wald 1765, S. 337—345. Die allgemeinen Ausdrücke für q 
und W wurden erst von Lagrange aufgestellt. Man vergleiche 
Nr. 180. Die Entdeckung der Hauptachsen verdanken wir v. Seg- 
ner (1704—1777). 
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Für 1^ = (y folgen hieraus die übersichiliohen Gieiohui^n: 

br' 
WO 5E 

li = 



(V) <l="/**(«>^ + |7)' W=a>J + 



d 



CO 



zu nehmen ist. Ffir js*" = und i = hat man nur den 
Botationsvektor 

(VI) w='^ + ^(li.). 

CO) OT \d(o / 

In den Gleichungen (V) erscheint der Einfluß der Trans- 
lations- und der Botationsbewegung auf die Eulerschen 

Vektoren ij und W voUstand^ getrennt, so daß man ffir 
die Drehbewegung aUein den Schwerpunkt als ruhend an- 
sehen kann. 

180. ZusammensteUong der KomponententormetaL Als 
Ausgangspunkt gilt der Ausdruck für die kinetische Energie^ 

'-2{DjO}n(Oj„+Djj(Onj(Oj+DjjrQ}xCOjj) . 
Die Komponenten*) der Lnpulsvektoren sind: 

P/ ==/**(^/ +(Oji0jn—co2ueu)f 

Pill = /**fe/ + o>/ ^ii — fOn^i). 
Y/ =iiA*{0n hii—^nihi )+Ti 'COi —Bm • et)// — 2>jy • (Om , 
yii=l^*{4ii^i —4 hii)+Tn*<On — -D/ *<Oui—T>nr <Oi , 
^m^f^ifi hi—4ih )+^iiro>jn'-Djj -coj — D/ -o)// . 

In den nachfolgenden Eomponentenf ormeln für ij und W ist 
das Zeichen b, welches nur vor der Zerlegung einen Unter- 
scheidungswert besitzt, durch das übliche Zeichen d ersetzt 

*) Obwohl sich die aufeinander folgenden Komponenten doreh 
zyklische Yertausohung der Indizes ergeben, sind doch hier die 
einzelnen Komponenten ausgeschrieben, weil dies für die Be- 
nutzimg der allgemeinen Gleichungen bequem ist. 
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«// 



i/r 



i/r 



^III 






/// dfcof d(Oii 



if?,- 



' dz " dx 



-^Tr 



dcoj ^ rfo)// ^ rfo>/// 



cZt 



Z) 



/// 



dt 



B 



n 



dx 






+^i 



// 






dx 



Di 



dx 



D; 



+/*• U(0)//<///— OD///«//)— *?(<»///</— «»/W+J85//^—«/-^J , 

W/// = — (3/ — 2//) «>/ CO// —Djitou (Olli — Di atm (Oi — Djij{coj + co J//) 
da>. 



+T, 



in 



dx 



'" D„^_D,<'«'" 



dt 



dx 



+/** 



l«J(ö)///</— 



o>/*//i)— «//(«>/'//— «>//'/)+«/ " 



dx 



•4/ 



dx\' 



Für i(* •» und Hauptachsen erhalt man die Euler sehen 
Gleidhongen in der üuichen Form 

W/ — Tj —TT- — (^// — ^i//) o>// o>/// > 



W„ = T, 



dx 
datji 



^ m ^0>III 






mit 



E = \{Tj . o)? + Tu • ö^/ + Tai • «)}//) • 
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181. Systembesehleunlgiing bei der Planbewegmig. Wahlen 
wir jetzt den Schwerpunkt als Botationszentnim C und l^en 
die Bewegungsebene durch zwei Hauptachsen des Körpers^ so ist 

und es ergibt sich aus der vorstehenden Zusammenstellung 
der Komponenten 



d 



T 



An diese Formeln knüpfen wir die Frage nach der speziellen 
Bewegungsform, welche der Annahme qj = , l|7/= , W «= , 
also dem Falle entspricht^ in dem beide Vektoren der System- 
beschleunigung verschwinden. Dies gibt 

da> ^ dti diu . 

Hieraus folgt zunächst a> = coo (konstant) und dann 

d'& 
Wegen -^— == coq hat man '& = (OqT, wenn d und t gleich- 
zeitig Null werden. Femer ist 

tj = aj cosa>oT + 6isina>o t , tjj = bj coscoo t^ — ajsmcooT 

oder 

tj = a/cos^ + bj sind , tu = &/cosd — a/sind . 

Nun hat man aber nach Nr. 118 

ij =z t^ cos* + i^ sind , tji = ti cosd — ii sind . 

Mithin sind ^ und t^ konstante Grofien. Die beschleuni- 
gungsfreie Planbewegung besteht also in einer gleichförmigen 
Translation des Systems und in einer Drehung des Systems 
um seinen Schwerpunkt mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. 
Dasselbe Besultat folgt unmittelbar aus den Gleichungen 

p =» const und -j- =» — (^i>2 — ^i>i) • 

182. Ein impulsfreier starrer Körper ruht Aus Glei- 
chung (I) in Nr. 176: _ 

.2E = p^"+ä3V 
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erkennt man sofort^ daß das Verschwinden der Lnpuls- 

vektoren p, V das Nullwerden der kinetischen Eneigie 
E = ^S/j^v^ mit sich führt. Dies ist aber nur möglich^ 
wenn alle Elementargeschwindigkeiten einzeln zu Null werden, 
d. h. wenn der Körper ruht. 

183. Besehleunigungsfreie Bewegung des starren Körpers. 
Aus der Definitionsgleichung 

folgt sofort 

(a) ^ = '^+^^' 

Es verschwindet also hier -^— mit den Besdileunigungs« 

CvX 

Vektoren q und W. Die beschleunigungsfreie Bewegung 
folgt selbstverständlich den Bedingungen: 

(b) p = pö und E = E% 

wo der Index die Unabhängigkeit der betreffenden Größe 
von der Zeit andeutet. Sie ist aber durch diese Gleichungen 
noch nicht vollständig charakterisiert 

Bei der beschleunigungsfreien Bewegung bleibt die 
Geschwindigkeit des Schwerpunktes nach Gröle und Bich- 
tung konstant. Die Botation erfolgt immer so^ daß keine 
Änderung der gesamten kinetischen Energie eintritt Da 
die beschleunigungsfreie Bewegung dadurch definiert ist, daß 
für alle möglichen virtuellen Verschiebungen des Körpers 
Sfiwdx^Q sein muß^ so kann die Wahl des Rotations- 
punktes C keinen Einfluß auf den Charakter der beschleuni- 
gungsfreien Bewegung haben. Wenn wir also den Schwer- 
punkt S als Botationspunkt wählen, so lauten die Gleichungen 
unserer Bewegung nadi den Gleichungen (I) und(Ia) in Nr. 179 

u*3- = und -3— = 0. 
dt dt 

Da nun die Vektoren t und J voneinander unabhängig sind^ 
so kann man bei der Betrachtung der beschleunigungsfreien 
Botation des starren Körpers sich den Schwerpunkt desselben 
als ruhend vorstellen. 

Heun, Kinematik. 18 
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Aus den vorstehenden Gleichungen folgt jeJso das Resultat 

d. h. die beschleunigungsfreie Drehbewegung des starren 

Körpers erfolgt so, daß der Lnpulsvektor (J^) nach Große 
und Richtung im Räume festliegt. 

184. Polnsots geometrisehe Deutung der beschleunlgongs- 
freien Rotation. Aus den bisher entwickelten DifferentUl- 
gleichungen und Integralgleichungen des Problems 

dx "' dx ^' 

folgen eine Reihe einfacher geometrischer Beziehungen, die 
von Poinsot*) entwickelt sind. 
Zunächst liefert die Gleichung 

c2E dt — dö) ^ 
-^ = D -— 4- V-— == 
dx ^ dx^^ dx 

für i^O und V= J die Relation J--— = 0. so daß auch 

dx 

sein muß* Die entsprechende Integralgleichung ist 

oder, wenn wir den Winkel zwischen Vektoren J und ä> 
(Fig. 89) mit X bezeichnen 

(a) * o) cosA == co^ cos A^ . 

Die Projektion der Winkelgeschwindigkeit auf die Richtung 
des Impulsvektors ist eine unveränderliche Größe. 

iK sei der Wert von J zur Zeit t + dx^ so daß 

gesetzt werden kann. Nun ist 
I J J' I : J2 =» dy; = 0) sinA • dx 

*) Theorie nouvelle de la rotation. Joum. de Liouville t. !?• 
1851. Deutsch von Sohellbach (Berlin 1851). 
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der unendlich kleine Winkel, welchen J während des Z&i- 

verlanjb dx im rotierenden Körper beschreibt. Damit aber J 

im Bamne unveränderlich bleiben kann, muß J' infolge der 
Drehung des Körpers in derselben Zeit dx um den Winkel dy} 
zurückgeführt werden. 
In der Gleichung 

Tj^to}+ Trr'(oh+ Tjrrcohi = 2E^ = T„.o>^\ 




Fig. 89. 



welche die Konstanz der kinetischen Energie ausdruckt, 
setzen wir jetzt 



fn(Oj==ifi, mwn^Viif fn(Oni = yiii 



l/2E« 



ei 



■1/2 E^ 1/2 E^ 



^m 



und betrachten (wie in Nr. 174) yij tfuj Um als rechtwinklige 
Koordinaten eines Punktes der Fläche 



(b) 



(«)'+fe)'+(g)- 



1, 



welche Poinsot das Zentralellipsoid des Körpers nennt 
Der Faktor m stellt eine beliebig gewählte Längen- 
einheit dar^ so daß y{^CF) direkt ö>(=(7Jß) gibt. Nun ist 

(c) § {Zi -yi) + ^ {In - yn) + g^ («,„ - y,„) - 

18* 
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die berührende Ebene der Fläche (b) im Punkte y. Diese 
Ebene steht aber auf J senkrecht^ da 

^ w ' 2 Eo ' <5 Jj w ' 2 Eo ' e?7/ m ' 2 Eo 

ist. Ihre Entfernung vom Drehpunkte C ist mco coaX 
= m(o^co&i,^, also konstant. Wahrend der beschleunigungs- 
freien Rotation des starren Körpers rollt sein Zentralellipsoid 
auf der im Räume festen Ebene (c)^ da der Kontaktpunkt als 
ein Punkt der Drehachse momentan die Geschwindigkeit Null 
besitzt und die Normalen beider Flächen zusammenfallen. Die 
Rollspur auf (b) ist die Schnittkurve des Kegels der aufeinander 
folgenden Momentanachsen (cö) mit dem Zentralellipsoid. 

Für die kinematische Auffassung der beschleunigungs- 
freien Bewegung des starren Körpers ist der vorstehende 
kurze Abriß hinreichend. Die weitergehenden Entwicklungen 
sollen im 11. Bande (Djmamik) gebracht werden. 

185. Ableitung der Eulerschen Beschleunigungsvektoren 
aus der Lagrangeschen Zentralgleichung. Aus der identischen 
Gleichung (2) in Nr. 62 

_._ rf,-4_. 4^ .fddx ddx\ 

wöx = -:r-(^ox) — oE — v[—z 5 — 1 

dr \ dx dx I 

können wir durch Multiplikation mit dem Massenelement fjL 
und Summation über den ganzen Körper sofort die Zentral- 
gleichung für ein Massensystem 

ableiten. Sie bezieht sich auf den starren Körper^ wenn 
V = t + co{x — c), dx = dc + d'&{x — c) 

gesetzt wird. Wir müssen zunächst einen Ausdruck für 
ddx — ddx ableiten. Zu diesem Zwecke bilden wir aus 
den Gleichungen 

dx = ic + d'&(x — c) , dx = dc + d'9(x — c) 



döx =^ddc + dd'»{x — c) + d'»[d'»{x — c)] , 



6dx=:ddc + dd'»{x — c) + d'»[d'»{x — c)] 
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und beachten die Identität (cf. Aii%ibe 22^ S. 22): 

d'»(d»e) + d'»{zd'») + z{d'»dd) = , 
dann wird 

(2) ddx — ddx = ddc — ddc + dX{x — c) , 

wenn man zur Abkürzung 

(3) dl = dd» - ad* - d¥^M 
setzt Für dX^O und ddc-ddc=^0 
wird auch ddx — ddx = . 

Die Gleichung (1) geht also in diesem Falle in die spezielle 
Lagrangesche Zentralgleichung 

(la) "q-ac + W-a# = -^[/S/it;a^]-aE 

CvT 

Über oder^ was dasselbe ist^ in 

j 

(Ib) q-dc + YI-d^ = ^-(p-dc + V-d^)-dE 

Über. Da nun für den Fall^ daß die Komponenten aller Vek- 
toren auf ein im Körper festes Achsenkreuz Cj n in bezogen 
sind, E von den Koordinaten explizit m^abhän^ mid dler 

öE^-^öi+^dcö^p^di+y-dcö 

dt oco ^ 

ist, so wird _ _ 

ax ax ax ax 

_ddc rzddd^ 
dx dx 

oder, wenn wir also alle Vektoren nach dem im Korper festen 
Achsenkreuze Cj^n^ui zerlegen: 

q/ dcj + qiz ^Cii + qizz • ^^^izz + W/ d'&i + Wü d^u + yim d'&m 

(ddcj ddcjX (ddcu ddcu\ Iddcm ddcjA 

^^'\-i7—d^rH~Tr — d~r^'°\~di — d^i 
+-d^^'''+-dk-^'"+-jr^''^-d7^^'+-dr^''+-dr^'"' 
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Dieser Komponentenzerlegang entsprechend haben wir in 
der Gleichung dl = 

d'd' = d'&j • Ej + d'^n • ^ii + d'&m • c/jii 

zu setzen. Folglich erhalt man 

d d'& = c? d'9j'€j + dd'&n • €ji + d d^i// • «jir 

+ i^/ • dl? fi/ + ^^iz • <^^ ^u + ^^/// • dl? Eni 

und eine ganz analoge Beziehung für dd^. 
Bildet man jetzt 

O'^dd^-dd^-MJ^ 
= (d i^j — d d'&i — d'&u i'^iu + d'&ui^'^ii) €i 
+ {dd'&u — dd'&ii — d'&ni^'^j + d'&j d'&jij)eji 
+ (<^ ^'^m — <5 d^iii — d&j d'&n + d^i/ (5^/ ) Im 
+ idj dl? ßi — d'&id'^ €j + d'&nd'& Bji — dd'u rfd «// 

+ d'd'jjid'9 Bju — dd'iud'd' eni > 
80 folgt durch Bildung des Arbeitsproduktes mit cj 

0=dd&r-dd&i—d'»nd'»in+d'»niS'»jj-d'»ndd^ni+d'»nS'»m 

+ d'&ju dd'n — dd'iijd'&ii , 
d.h. 

idd'&i — dd'&i = — (di?jj d d-ui — d'^m ^ '^u ) iiiid entsprechend 
dd'»u-dd'»ji = -{dd'md&i -d'»i dd'ui) y 
dd'»iu-ddd'jn=—(d»i dd'u -d'»u dd'j ) . 

Diese Beziehungen stellen den Übergang von der Operation dd 
zur Operation dd dar. Wir nennen sie deshalb die Über- 
gangsgleichungen der Komponenten von di? und ^^ . Man 
hat zu beachten^ daß die Gleichungen (a), welche zuerst zum 
gleichen Zwecke von Lagrange*) entwickelt wurden, keines- 
wegs die einzig möglichen**) sind, sondern solche, welche 
zusammen mit der Bedingung d de — d de = den Ausdruck 
döx^ddx zu Null machen. 

*) M^can. analytique. (2. ed.) Bd. 2, zweiter Teil, Sektion IX, 
Kapitel L Paris 1815. 

**) G. Hamel; Die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik. 
Math. Ann. Bd. 59, S. 416—434. 1904. 



185» 0) SystemgrOfien für den starren Körper. 279 

Ehe wir diesen Gedanken weiter verfolgen, soll die Ab- 
leitung*) der Ubergangsgleichongen ffir ddc und ddc in 
bezog auf das Achsenkreoz Ci^n.ni gegeben werden. Die 
Zerlegung von de wird dargestellt durch 

de = dcj • i/ -|- dcn • ^n + dcju • 'im • 

Hieraus folgt 

ddc = d dcj^ej + i dcu*Bn + ^ dcm • sju 

oder wegen de^d^, dl^dWI 

= dic — idc = {ddcr — ddc2)ej + {ddcu — ddcji^eu 

+ (rf ^Ciz/ — i dcjnj €xn + 3c/ • dd ej — dcj* d'&ej-{-dcu»d^eu 

— dcji • d'& tu + icni ' d^ ßzET — dcju» d'& em , 

Die Arbeitsprodukte mit Ix^luf ^m geben sofort die 
verlangten Ubergangsgleichungen in der Form: 

ddcj — ödci =d'&u dcin — d'&nidcn — (d'^n ^Cm — d'&niicj^y 

(b) < ddcu — ddcu ^=d'&jjjdcj — d'&j dcm — {d^ux^<^i — d'&j dcjj^y 

ddcju — d'dcjn'^d^i dcn — i'^n dcj — {d&i dcn — diJjj dcj ). 

Durch Einführung der Ubergangsbeziehungen (a) und (b) 
wird die Zentralgleichung 

==^'-p]{cojidciu—-Q)micn)--'Pu{(om^cj--'(ojdcjji)'--pin{coidcji^(oude2) 

und hieraus folgen, da die Variationen dcj, dcu, dcjuy i'^iy 
d'^Ui i'^m willkorliche sind, die Eulerschen Gleichungen in 
der uns bekannten Form: 

dpi . dpu , 
CI/=- -^ — h (Oupni— couiPif CIzz «- -^ h (Ompi — cojpmf 

dpm , 
t{ni == -^ h o>/Piz — (OuPin i 



*) G. Kirchhoff, Vorlesungen über Mechanik. Leipzig 1877. 
S. 68—61. 
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Wiz = -^ h (Oni^i — ^/ Y/JI+ ^2i7p/ — tj pin , 

VI in = -^ h ö)/ Vit — (Ojj Yj + ^/ p// — tn pi • 

Dasselbe Resultat erhalt man, wenn statt der Übergangs- 
gleichung dX = die Beziehung dd'& — dd'9 = gewählt 
wird. ]& diesem Falle wird 

ddx ddx 



____ = («,M)(a:-c) 

und infolgedesi^en 

ddx ddx 



8/AV 



.dt dx . 



a)a*.Y=— ö>Y-a*. 



Die Durchführung der Rechnung ist bei dieser Annahme 
ebenso ein&tch wie im vorhergehenden Falle. 

186. Lagrangesehe Formeln für die Rotation des starren 
Körpers. Wir definieren (man vergleiche Nr. 176) jetzt für 
den rotierenden starren Körper^ dessen Lage durch die Euler- 
schen Winkel q>fyf,x bestimmt ist, ganz analog wie in Nr. 185 
je drei entsprechende Komponenten der Systemgeschwindig- 
keit und der Sjstembeschleunigung durch die Ansätze 

Spiv dx ^ Pg, • dq> + Py, • dtp + Pj^' dx f 

8fiwdx = fiip*dq) + Qy,'dy) + fl^'dx 

und fibertragen damit die Lagrangeschen Gleichungen auf 
die Rotationsbewegung des starren Systems. 
Sie lauten in dieser erweiterten Form: 

dP^ dE ^_^_A ^ ^--A 

dx ö??"'^' dx öv^"-'^' dx dx^^' 

^^ p «^ p -^E P ~^E 

^"p" d<p ' ■^^■"öv^ ' ^~ ö;^ 

zu nehmen ist Zur Ausführung der Differentialquotienten ist in 
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nach Nr. 145 

Icoi =— siny^ + i: 
€Ou =* coBtp sin;}^ • q) + co8;|f • ip 

za setzen, woraus umgekehrt 
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(aO 



sinr , cosy 

w = — • (on i — • (Oin 

oosy; oosv' 

I y = coe;jj • cüjj — sm;|r • (oni 

l i =a>j— tgy8in;|f-Q)//— tgv'C08;|f-a>iu 

folgt Die Ausführung ergibt zunächst für die Lagrange- 
schen Komponenten der Systemgeschwindigkeit, welche wir 
auch gelegentlich die Lagrangeschen Impulskompo- 
iaenten im Gegensatz zu den Eulerschen nennen: 

Py = — siny; • J/ + cosy; 8in;|^ • J/j + cosy; cos;jj • Jjj/ , 



(b) \ P.= 



008;U • Jzr — flin;u • Am , 



und umgekehrt 
f J/ = 



(bo 



X9 



JjJ = 



Jju 



sm^ 
cosy; 

cos;^ 
cosy; 



P^ + cos;|f . Py + sin;|f tgy; • P^^ , 
P^ — sin;|f . Py + cos;|f tgy; • P;^ . 



Nun ist aber 

dE 
dq> 

usw.| also 

öE 

d(p 

dE 



d(Oi d(Ou diom 

J/ + -5 — wir H — 5— w/ü 



q> 



d(p 



d<p 



=0, 



dy; 



=--(sin;|f • ö>i/+cos;|f • cdid) (Ji+tgy; sin;i^ • Jü+tgy; cos;|f • J/i/) , 



= fom^n — o>ji Jiz/ • 
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Berechnet man nun 

_JL = _smv^ + co8vBmz-^ + cosycoBz-^ 

— cos^^ . ^ • J/ — (sin^ 8in;|f • y> — cos^ C08;|j • x) J// 

— (siny; cos;|f • y) + cosy; 8in;|f •;j;) J/xr 
und beachtet die Ealerschen Gleichungen 

-^ — h (Onini — (Om^n = W/ , -^ h o>7i/ Ji — o>/ Jüz ■* W/j , 



e2r 
so erhalt man 



+ ö>/ Jzr — ö>// J/ = W/7/ , 



Q^ = — sinv' • Wj + cosy 8in;|r -W/z + cosy C08;|r • Wu/ , 
(c) { Qy == cos;|f • Wir — 8in;i: • W/z/ , 

«,= Wi. 

Diese Gleichungen stellen den Zusanmienhang der Lagrange- 
schen Komponenten der Systembeschleunigung mit den Kom- 
ponenten desEulerschen Vektors der Systembeschleunigung 
für ein im Körper festes Achsenkreuz Cj^ u^ m dar, 

187. Die den Eulerschen Winkeln entsprechenden Über- 
gangsgleiehungen für den Vektor der Winkelgeschwindig- 
keit. Aus den Eulerschen Belationen 

d&i = -— smy) • d<p + dx 

usw. folgt unmittelbar 

d d&i = — siny • d d<p + ddx^ cos^ • dy) dq) , 

also auch 

d d'&i — d d&i = — sin^(e2 i<p -^ i dtp) + ddx — ddx 
— cos^(d^ dtp — dtp dyi) . 
Die Annahmen 

ditp -— ddtp =^0 y ddy} — ddtp = Of ddx — ddx^O 
liaben daher die Beziehungen 

dd'&i — d d'&i = — C09y}{dtp dtp — dtp öyi) , . • . 
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zur Folge. Nun ist aber 

und 

cos V • d<p dtp—{Bmx* d'&ji+coBx • c?i?/ff)(cos;f • d'&n—Bmx • d'&ni) . 

Daraus und aus den Gleichungen für die beiden anderen 

Komponenten von d'&fd'& gewinnt man die Ubergangs- 
gleichungen: 

d d'&i — d d'&j = d&iu d'&u — d&u d'&in > • • • 

welche mit den bisher benutzten vollständig übereinstimmen. 
Aufgabe 61. Man leite aus den Komponentengleichungen 
für ö> (Nr. 145) die entsprechenden Ubergangsgleichungen in 
bezug auf das ruhende Achsenkreuz (7i,s,s ab. 

188. Besehränkte Bewegung des starren Körpers. Bei 

unseren bisherigen Entwicklungen haben wir den Körper 
entweder als vollständig frei beweglich angenommen oder 
vorausgesetzt, daß er sich frei um einen festen Punkt drehen 
kann. Die allgemeine Beweglichkeit mit sechs Graden der 

Freiheit {c^f ^^ ^f <Pf V^ f x) ^^^^ ^^^ ^ folgenden be- 
schränkt werden. Zur Aufstellung der Systemvektoren in 
diesem Falle bieten sich verschiedene methodische Wege, 
die bisher nicht einmal vollständig durchgearbeitet sind. 
Für den Anfänger empfiehlt sich jedoch besonders einer, 
welcher seinen Ausgangspunkt in der Zentralgleichung nimmt. 
Er ist zur Durchführung spezieller Probleme nicht immer 
der kürzeste und bequemste, hat aber den großen Vorteil, 
daß er die allgemeinen Gesichtspunkte mit gleichmäßiger 
Klarheit und Deutlichkeit erkennen läßt. 

Statt der rechtwinkligen Koordinaten c^j c^, c^ führen 
wir die ihnen proportionalen Zahlen 

C| Ca Co 

- = 9'i, - = <P,> - = n 

ein, wo also m eine beliebige Länge (Einheitsstrecke) be- 
deutet und bezeichnen die drei Eulerschen Winkel qfytPfX 
mit <P4, 9 q>& f <Pq ' Die Position des frei beweglichen starren 
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Körpers*) ist dann bestimmt durch die sechs Koordinaten 

9>1} 9^2 P VSf <P4.f <PSf 9^6 

und die Elementargeschwindigkeit eines Massenpunktes (^ 
läßt sich in der Form 

dx _ d(pi _ d(p2 _ dq>g _ d<p^ _ d(p^ _ dq)^ 



^p zrL4^p "z^^^p rxL_j_3 rxi4.^ ^-I^4-ß 



6 



c?r ' dr ' ' dr • ^ c?r ' * dr ' ^ dr ' ** dr 
schreiben^ was wir auch abgekürzt durch 

(1) v=^eyq>y 

ausdrücken. 

Bisher hatten wir wiederholt die den Eulerschen 
Winkeln (p^y (p$f (pe {(Py V^f x) entsprechenden Geschwindig- 
keiten durch die drei Komponenten der Botationsgeschwindig- 
keit also durch coj, (Ou, (Ojn oder durch (Oif co^, co^ linear 
darzustellen (Nr. 186, Gleichung (a')). Diese Transformation 
fassen wir jetzt allgemeiner auf^ indem wir 

A=:6 

(2) (py=y^>CvX'COx 

setzen, wobei die Koeffizienten x^x Funktionen der Koordi- 
naten (pif (Pif • • • ^6 bedeuten sollen. Ist nun die Deter- 
minante aller Xyx von Null verschieden, so kann man die 
Gleichungen (2) nach den o) auflösen und erhalt 

(3) 0)?,=^7lXy'(Py. 

r = l 

Durch die Einführung der co in die Gleichung (1) wird v 
eine lineare Funktion dieser Größen, die entweder aUe oder 
zum Teil den Charakter der Eulerschen Größen (Oj, couf (Om 
haben, also nicht notwendigerweise Zeitderivierte von positions- 
bestimmenden Größen sind. Wir wollen sie daher allgemein 
als lediglich die Geschwindigkeit bestimmenden Pa- 
rameter bezeichnen und so generell von den q> unterscheiden. 

*) Die nachstehenden Entwicklungen schließen sich ganz an 
die Arbeit von G.Hamel ^^DieLagrange-Eulerschen Gleichungen 
der Mechanik'^ Leipzig (Teubner) 1903 an. Diese Sonder- Ausgabe 
ist identisch mit der gleichnamigen Abhandlung, welche im 
50. Bd. der Zeitschr. f. Mathem. u. Physik erschien. 
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Eine Besduankung der Bew^lichkeit des Systems kann 
in mannig&cher Form auftreten« Sie ist z. B. gegeben durch 
Gleichungen von dem Typus 

(a) F^(<p^ ^ 9^« > • • • 9^6) = , • . . -Fe(9?i , 9^2 , • • • ^^e) = q<% . 

Diese Bedingungen werden also direktdenKoordinatenauferlegt. 
Aus ihnen folgt durch Differentiation 

Fix dcpi + F12 dq)% + . . . + JF^e d(p% = , 

jPji ^971 + JFjj d<p% + . . . + F%$d<pB = , 

l Fgi dtpi + FQid<p2 + ... + Fgsd<p6 = , 

und es bestehen dieselben Beziehungen für die dq>f da nach 
unserer bisherigen Auffassung die virtuellen Verschiebungen 
stets möglichen Verschiebungen entsprechen sollen. Man 
wird in diesem Falle entweder aus den Gleichungen (a) 
direkt q der Koordinaten q) eliminieren oder alle (p durch 
6 — ^ neue Koordinaten rp ausdrücken, so daß die Glei- 
chungen (a) identisch erfüllt sind. 

Als einen zweiten Typus von Bedingungsgleichuneen, 
welche die Beweglichkeit des Körpers beschr&iken, W(men 

wir skalare Beziehungen zwischen t und lö von der Form 

(Nr. 124): 

ii < + 61 ä> = , 



/ — 



(c) 



betrachten. Jede dieser Gleichungen stellt eine dem G^ 

schwindigkeitssystem (t, cS) entsprechenden linearen Komplex 
(Nr. 124) dar. Für ^ — 5 ist das Geschwindigkeitssystem 
bis auf einen Proportionalitatsfaktor bestimmt, denn man 
hat jetzt fünf lineare Gleichungen 

«11 *! + «12 ^ + «18 ^ + ^1 o>i + «12 ö>a + ^8 o>8 = I 

«21 *! + «2« ^ + «28 ^ + ^1 Ö>1 + «22 Ö>2 + Ci3 a>s = , 
«61 *! + «62 ^ + «58 ^ + %1 Ö>i + ^2 Ö>2 + ^68 Ö>8 = , 

aus denen die Verhältnisse <]^ : ^ : ^ : o)^ : o), : cog eindeutig folgen. 
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Auf Bedingangsgleichungen derselben Art führen die 
Rollprobleme. Hier muß die absolute Gresdiwindigkeit des 
momentanen Kontaktpunktes (^ gleich null sein« Man hat also 

(d) t + (o{sif—c)^0. 

Die Komponenten von xf sind jetzt Funktionen von q>ifq>sf <p% 
und man erkennt, daß die vektorielle Gleichung (d) sich auch 
in der Form 

/ll'^9'l+/l2'^9^2+^18'^9'8+/i4'^9'4+/l6'^9^6+/l6'^9'6=0, 
/81*^9^1+^f^9'2+/88-^9^8+^4'^9'4+^6-^9^6+^86*^9'6 = 

darstellen lassen^ wo die f Funktionen der Positionskoordi- 
naten (oder teilweise konstant oder null) sind. Da nun die 
Gleichungen (cf) nicht durch Differentiation aus Gleichungen 
von der Form (a) entstanden sind^ so werden sie im all- 
gemeinen auch nicht auf solche zurückffihrbar, d. h. nicht 
integrabel sein. 

Zusammenfassend können wir die bisher betrachteten die 
Bewegung einschränkenden Bedingungsgleichungen in der Fonn 

(e) ^fiv • d(py = 0, t = l,2,...^ 

schreiben und diese den weiteren Entwicklungen (vgl. Nr. 191) 
zugrunde legen. 

189. AUgemeine Auffassung'^) der Obergangsgleichungen. 
Zum Ausgangspunkte der nächstfolgenden Betrachtungen 
nehmen wir die Gleichungen (1) bis (3) der vorigen Nummer, 
nämlich 

(1) V -=^ey'(pr, 

(2) <Py =y^XyX • (Ol , 

(3) (Ox=^^nxv*(pv 



*) G.Hamely Lctffrange-'EulerscluGleichungen, S.9 — 14 und seine 
Abhandlung: Über die virtuellen Yerachiebungen in der Meehamk. 
Mathem. Ann. Bd. 59, S. 416—434. 
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und schreiben^ obwohl die o) im aUgemeinen keine totalen 
Differentialqaotienten nach der Zeit sind, dennoch 

(Ol = -^ und d^i ^^m^ • dq>^ , 

wie wir dies auch bei der speziellen Bedeutung der q> (als 
Winkelgeschwindi^eiten) immer getan haben. 
Ni^ diesen Festsetzungen wird 

(4) dx =^[cr ^y^Xri, • d^x] — ^ü, • d*^ , 

9 Ji 9 

WO zur Abkürzung 

(5) »=^x„.e. 

steht. Da die Gleichung (4) aach för das Symbol d gilt, so ^vird 

(6) ddx-ddx ^^njißd»,-dd^r) + 'Z,^än, d^r-Sn, <?*,) . 

9 V 

Nach Gleichung (5) ist aber 

dfK = y*XAr • dex + y^dxx9 • h 

und infolgedessen 

dn^ dtf, — dn^ d^^ = y^xxy(dex d&y — Sex d#») 

+ y^ex{dxx9 d^y — dxxr d'&y) . 
Die Ausfuhrung der Differentiale gibt 

'^^ ^ i dx 

dxxy =^ -Q^ x„Q . dt?ß . 

Hiermit geht die Gleichung (6) fiber in 
ddx— ddx =^ny{d d^y — - d d'&r) 

-- ^A' 



+ 5: 2"«* ^~ ^o, {d^t ^^* - ^^> ^^r) 
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Vertauscht man in den zweiten Gliedern des zweiten und 
dritten Summenausdruckes rechts die Indizes^, r und in 
dem zweiten Sommenausdrucke auch noch die Indizes X, a 
miteinander, so erhält man 

' ddx — ddx = ^ny{d 0^9^ — d d'9^ 



(7) 



+ZZ''---(|^-|^)'^^»'»^. 



Nun folgt aber aus der Definition der Begleitvektoren ei 

dex _ de„ ^ d^x 
d<p„ d(px d<p„d<px ' 

Das zweite Glied in dem Ausdruck für ddx — ddx fallt 
also heraus und es bleibt 

iddx — ddx=^ny{dd&y — dd^y) 
fdxx dxx \ 

ritt ^^^- ' ^^o I ' 

Um auch in dem zweiten Glied der rechten Seite dieser 
Gleichung ü an Stelle von e einzuführen^ beachte man die 
Beziehungen 

(9) ^^i'i^Ay = l und y^x^x'^iA^O (v^/i) 

und ferner, daß aus 

»y =- ^xxv • ex umgekehrt ex = ^n^x • ^y 

folgt Jetzt wird 



ddx — dd'x = y Wy 



dd^y — dd^y 



+zzMt^"''"'~^^"''")^^''^^' 



'Sxx^ Bxx 

Setzt man noch zur Abkürzung 

(10) ß,^, - 2'«rX (j^ • »<.« - -^ • ^ai) 



.189. 0) SystemgrOfien fOr den sUnren Körper. 289 

oder, da nach den Relationen (9) 

(11) ^,,, = ^.,,.,.^(^_^) 

und vertausoben in den ersten Gliedern des obigen Aus- 
dmckes föv die /} noch die Indizes X und a, dann erhalt 
man die Ubergangsgleichong in der übersichtlichen Form*) 

(12) ddX'-ddx =X «. [d d^r - d d^^ +2!ßef*r • ä^g <J* J . 

Neben diese fmidamentale Beziehung stellen wir noch die 
Übergangsgleichungen für dd&x und dd^&X' Aus 

ä^x = ^^ir • dq>p und d^x = ^nxv • i<Pr 
folgt sofort ' dö^,-öd^, 

=^^iv{ddq>y — d dq>y) + 7Xdnxr • d<Pr — dnxv • d^^y)^ . 

Das zweite Glied wird nach Ausführung der Differentiationen 
d und dl 



2 



o.v 



nach Vertauschung der Indizes. Setzt man in den letzten 
Ausdruck noch die Werte von d(pff und dg^y nach der 
Gleichung (2) ein, dann ergibt sich mit Benutzung der durch 
Gleichung (11) definierten Abkürzung: 

(13) dd^x-d d^x ^^nxy{d d<p, - d dip^) - ^Äa* a d^^ ö^^ 

als die verlangte Ubergangsgleichung**). Für dd<pr = fdq)y 
(v = 1 , 2 , . . . 6) wird nach Gleiöhung (12) ddaö — ddx^O. 

*) Hamel, a. a. 0., Seite 422, Gleichung (I'). 
^) Hamei, a. a. 0., Seite 422, Gleichung (I). 

Heun, Kinematik. 19 
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Denn Gleichung (12) ^t auch, wenn man statt der # die 97 
benatst. Nor werden dann die Koeffizienten ß za. Null, da 
jetzt alle tc die Werte oder 1 haben, ihre Differential- 
quotienten also verschwinden. Femer werden die n gleich e 
and BUB Gleichong (12') d&x — &dx— '^er{ddq>r — ddip^ 

folgt jetst^ dafi £6r d &<pr — d dtp, = auch ddx~ Adx — O 
gesetzt werden muß. In diesem Falle ist also 
(U) dd0t = dd&i-^ße,^.i-d&gd0^. 

Wollte man") mit Hilfe dieser Formel die Übergangsglei- 
chungen (b) nnd (a) von Nr. 185 gewinnen, dann Mtte man 
Bchematificb 66 Koeffizient«) ß auszuwerten, da »■ = 6 ist. 
Die X und n wären aus den folgenden Übersichten zu entnehmen : 



1^-^ 



COSf5 



- tg<pi aiatpf 



- tgflpj coa^a 



8uif5 eoBtp^eintpg COS91, oosi 



*) Vergleiebe Nr. 166, Gleiebuog (a) und (a^. 
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An den punktierten Stellen sind die Werte der betreffenden 
Koeffizienten gleich Null. 

Will man die Koeffizienten ß berechnen, so erweist es 
sich durchgängig als vorteilhafter, nicht unter Benutzung 
einer solchen Tabelle die Gleichungen (11) zu verwenden, 
sondern die Rechnungen dieser Nummer für den gerade 
vorli^enden konkreten Fall wirklich durchzuführen, indem 
man auf die Beziehungen der dx zu den d^ und, wenn 
nötig, der dq> zu den d& zurückgeht. Man vergleiche die 
schon in Nr. 185 ausgeführte Herleitung der Übergangsglei- 
chungen für die Komponenten von cö. 

190. Die allgemeinen Komponenten der Systembesehleuni- 
gung des starren Körpers. Es sind jetzt — wie bisher — 
drei Gruppen von Veränderlichen ins Auge zu fassen, erstens 
das System der Positionskoordinaten 

<Plf <Pif *" <P6 } 

welche die Lage des Körpers eindeutig feststellen, zweitens 
das System der Koordinatengeschwindigkeiten 

und drittens die Großen 

welche durch die Gleichungen (2) und (3) von Nr. 189 mit 
den vorangehenden Gruppen verknüpft sind. Nach diesen 
Annahmen definieren wir zwei Komplexe von kinematischen 
Systemgroßen für eine beliebige Bewegung des starren Körpers 
durch die Gleichungen 

(a) S/iv dx^2^y, d^, 

<=i 

(b) fif/iW<J^=J;W.<J*. 

und nennen Vi, Vg, ... Ve die allgemeinen Kompo- 
nenten der Impuiiicnj sowie Wi , Wg > • • . We die allge- 
meinen Komponenten der Beschleunigung des Systems. Mit 
diesen Bezeichnungen lautet die Zentralgleichung (Nr. 185): 

(«)|:[2v.W.1-«-Sm.(^-^)-2w.<*,. 

19* 
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Nun ist aber 



VÜ^^. 



und es folgt daraus nach der Definitionsgleiohung (a): 
(d) 



V» = "5 — = Sßilv • n) . 



Fahren wir also den Ausdruck (12) aus Nr. 189 in das Glied 

ci -.(ddx ddx\ 

ein, so erhalten wir, wenn wir beachten, daß j8g^, = — /?^ß* ist, 

^ ^fddx ddx\ 






' dt J 



und die Zentralgleichung wird 

2w.«.-iz»,»*;-«-z».(^-^) 



Hierin ist noch 



«-2^'-+2[2^v]»*. 



einznfOhren and 
d 



i . ■ , C C 

ZU setzen. Man erhält dann 
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und damit für die allgemeinen Komponenten der Be- 
schleunigung des starren Systems den Ausdruck*) 

worin die allgemeinen Komponenten der Impulsion 
nach Gleichung (d) 

zu nehmen sind. 

Aus den Gleichungen (e) müssen natürlich sowohl die 
Euler sehen Komponenten der Beschleunigung (Nr. 180) als 
auch die Lagrange sehen Komponenten (Q^ > Qv > Qz ^ ^^* ^^^) 
als spezielle Fälle der allgemeinen Auf&ssung folgen. 

191. Verwendung der Gesehwindlgkeitsparameter iox beim 
Auftreten nicht integrabler Bedingungsgleiehungen. Wenn die 
Bew^ung des starren Körpers durch die Gleichungen (e) in 
Nr. 188: 

(a) ^fjT • dq>y = 0, i«l,2,...^ 

beschränkt ist» so kann man die cox so wählen, daß die Be- 
dingungsgleichungen die Form annehmen 

(aO a>i = , a>2 « , ... (Og^O 

und daß dementsprechend für die virtuellen Verschiebungen 
d(pi, d(p^, ... d(pß die Gleichungen bestehen: 

(b) dt?i = 0, di?2«0, ... dd^^-O. 
Man erreicht dies, indem man setzt 

(c) ö>* =^/i,, • 4?» , 1 = 1,2, ... Q 

»»=6 

(d) (o„ =^7ioy -ipvy a = ^ + l,^ + 2/. ..6, 



*\ 



") Of. Harn el a. a. 0. (Math. Ann.) S. 424, wo diese Gleiohimgen 
in der dynamischen Auffassung — wie in der Habilitationssohrift 
— als Lagrange -Eul ersehe bezeichnet sind. Sie wurden bereits 
von Volterra, Atti di Torino t. 33, 1898 und von Woronetz, 
Math. Sbomik, Moskau, t. 27, 1901 abgeleitet 
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WO man die tt«,, noch beliebig wählen kann, doch so, da£ 
die Gleichungen (c) und (d) in die Form 

(e) qpp^y^Xri*(Ox 




auflösbar sind. Dies ist immer möglich, wenn die Be- 
dingungsgleiohungen (a) unabhängig sind. 

Wir definieren jetzt den v — q Freiheitsgraden ent- 
sprechend die gleiche Anzahl von Komponenten der System- 
beschleunigung W^+i, W^+i, ••• We aus der in den Ver- 
schiebungen d^g+if d^g+2, ... d^s identischen Gleichung 

Im übrigen läuft die Bechnung gerade so wie in Nr. 190. 
Man erhält also 

l^Q + 1, Q + 2, ... 6 , 

d. h. man erhält einfach die 6 — ^ letzten Gleichungen von 
Nr. 190, in die man jetzt a>i , cos , • . . ct)^ gleich Null setzen 
muß. Man hat jedoch zu beachten, daß man im allgemeinen 
alle Größen Vi , V^ , . . . Ve braucht und daß man daher nicht 
vor Aufstellung der Gleichungen (f) die Größen a>i, (o%, . . . <Oq 
gleich Null setzen darf. 

192. Anwendung auf die Bewegung des starren Körpers, 
der mit einer sphärisehen Kontaktfläehe auf einer Ebene rollt 
Wenn ein beUebiger starrer Körper zum TeU durch eine 
sphärische Fläche begrenzt ist, so kann man diejenige Be- 
wegung desselben besonders betrachten, bei welcher die Kugel- 
fläche auf einer festen Ebene rollt. Der Mittelpunkt der 
Kugel sei C. Das im Körper feste Achsenkreuz (Fig. 90) 
wird — wie bisher — mit Cj^n.ni bezeichnet Den An- 
fangspunkt des im Räume ruhenden Achsenkreuzes Oi^s^s 
l^n wir mit den Achsen 0^,0^ in die Ebene, auf welcher 
die Kugelfläche (Radius a) rollt 

Zur Entwicklung der kinematischen Sjstemvektoren 
müssen wir die allgemeinen Gleichungen von Nr. 163 auf 
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den gegenwärtigen apezietlen Fall anwenden. Die Olei- 
ohaug (a) dieser Nummer reduzieren aidi aaf 



and die Glüchuogen (b) werden nach I^führung der Kugel- 
koordinaten y> und x (v'' ^ bezeidmen den Eontaktpunkt) : 
(b) «i — ocoav^cosjf, «i — acoav'Binj;', e'ni=aBiai/. 
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Hieraus folgt 

== — a suayr cp8;|f , = — a cosyr sm;^. 



-^ = -asinv/8iiij/, -^ = aco8v^co8a:', 

-^ = acoBv/, -ö^ = 0- 

Dementsprechend wird 

^V' ^Z' öx' dy/ * **** ^ *™^' 

Die Gleichungen (ef'') von Nr. 163 erhalten also im g^en- 
wärtigen Falle die explizite Form 

f (c/icos/ + emsinx^coey/ + eunsiny/ = , 
(e) < 

[ (e/i cos;|/ + 67/2 8in;|/) cos t/ + €/ji« sin y/ = , 

welche ausdrücken^ daß die Flächennormale im Kontakt- 
punkt X' auf der ruhenden Ebene beständig senkrecht steht. 
Durch die vorstehenden Gleichungen sind die Winkel y/, / 
durch die Größen e d. h. durch die £ ul er sehen Winkel (K,ß,y 
ausgedrfickt £s wird nämlich 



und 

(II) tg^ = _ f£lf?!^:±i5ia5/ . 

Wir wählen nun als unabhängige Positionskoordinaten die 
3 Euler sehen Winkel (x, ß,Y ^^^ ^® rechtwinkligen Koordi- 
naten des Kontaktpunktes afi , ^ und zerlegen die Winkel- 
geschwiodigkeit cö nach den im Baume festen Achsen Oi,s, s • 
Auf dieselben Achsen werden auch die Komponenten aller 
übrigen in Betracht kommenden Größen sowie die Haupt- 
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trSffheits- und Deviationsmomente bezogen. Die Letzteren 
sind also nicht konstant. 

Zum Botationspunkt C haben wir den Mittelpunkt der 
Kugel gewählt 

Diesen Annahmen entsprechend wird nach der bisherigen 
BeseichnungsweiBe (vgl. Fig. 90): 

Ci — ^ , c^'^x^f Cg = a 

Ci=jci, ^ = ^> Cg = 0. 

Nun ist die absolute G^chwindigkeit des Kontaktpunktes X' 
bestimmt durch die Gleichung 

v' = c + o}{af —- c) . 
Da dieselbe verschwindet» so muß 

ii + o>2(^ — ^) — o>8(^ — C2) = , 
ij + (o^iofi — q) - (Oi{ai ~ cg) = , 
ij + o>f^(x^ — C2) — o>2(aJi — q) = 
sein^ oder es müssen die Bedingungen 
(in) ij — acüj — 0, ia + aa)i=0 

erfüllt sein. Sie entsprechen den Gleichungen (d) in Nr. 188. 
Nach den Vorschriften in Nr. 188 setzen wir jetzt 

(IHa) —.ii — ö)2 ==0)4 , — -ia + a)!— cüß 

Cv Cv 

und aUffemein d&i 

Es gelten also für die Differentiale und virtuellen Änderunigen 
der ^ die Beziehungen 

d^^ — — • dx{ — d&2 9 ^^6 "= — • ^^ + ^^1 



Hieraus folgen sofort die Übergangsgleichungen 

dd*4 — dd*4 « dd*2 — dd»2 , 



« I 
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da ddcif = dd3cf 

sein muß. Die ÜbergangsgleichoDgen, welche dem Botations- 
vektor cJ entsprechen^ haben wir in Nr. 185 nur für die im 
beweglichen Köiper festen Achsen Ci^n.m ausgeführt Die 
entsprechenden Gleichungen für die Zerlegung nach dem 
Achsenkreuz Oi s s lauten — wie man sich leicht durch eine 
der dortigen gwz analoge Rechnung überzeugt — : 

Id d^i — d d&i = d^2 ^^8 — ^^8 ^^i f 
dd»^ - dd»^ = d*8 **i - d*i **8 9 
dd^g — d J^3 = d^i d^^ — dtfj d^i . 

Den Ausdruck für die kinetische Energie können wir aus 
Nr. 180 entnehmen^ indem wir dort die Indizes I, H, III 
mit 1^2)3 vertauschen und t^^ifiy t%=if^9 ^ = is = 
setzen. Dann erhalten wir 

l +{^2^I-^i^)o>s] + 2E.. 

Hierin ist Er die der Botation um C entsprechende kinetische 
Energie, also 

2Er — Ti . o)? + T, . a>l + Tg . cüi - 21>i • cü, cüg 
— 2 D, • cog 0)1 — 2 Dj • cüi cü, . 

Um jetzt nach Nr. 190 Gleichung (d) die Impulskomponenten V« 
auszurechnen, haben wir aus (V) die Di£Ferentiidquotienten 

-7^ — für c»=l,2,3.4,5 zu bilden und dann nach den 

CO), 

Vorschriften von Nr. 191 0)4 = und 0)5 = zu setzen. 
Wir können also symbolisch 

^• = (l|)o' ' = 1'2,3,4,5 

schreiben. Beachten wir nun unsere ursprüngliche Definition 
(Nr. 177) des Impulsvektors der Botation 

'^"ä^' '»"Ö^' '»"ä^' 



192. 0) SysiemgrGßen für den starren Körper. 299 

so ergibt die Aasfohrong der angedeuteten Operationen 

' Vi « fjTalia + 2^Sö>i - ^Ico^] + Ji , 

(VI) 1 Y, = /a(aj coi ~ ^rjco,) + J, , 
Y4 = iu*ö[« --0)0}^-- elo)^] , 
Y5 — /**a[xfl — ö)8 — (^; + a)ö)i] . 

Nach Oleichnng (f) in Nr. 191 können wir jetzt die 
Koxnponenten W« der Sjstembeschlemugiing aufstellen, sobald 
die Koeffizienten ß und x, welche darin vorkommen, bekannt 
sind. Da wir aber im vorliegenden Beispiel nicht, wie dort, 
Bedingnngsgleichungen in der Form (o^ = , o), s= ge- 
schrieben haben, sondern die Indizes so gewählt haben, daß 
0)4 »= 0, 0)5 «= wird, so sind jetzt die gesuchten Kompo- 
nenten mit Wi , W, , Wg zu bezeichnen. 

Wir kennen die Koeffizienten ß in den Übeigangs- 
gleichungen (14) Nr. 189: 

d d^x — d d^i =^ßetix • d^^ d&f, 

ohne weiteres^ da wir sie in den Gleichungen (g) und (f) 
bereits explizit besitzen. Die Yergleichung eigibt 

Aue anderen ß sind null. 

Die Koeffizienten x, welche durch die Gleichungen (e) 
in Nr. 191 definiert sind, nämlich durch 



<Pp = y^ 9Cy^X*COx 



sind noch zu bestimmen. Wir benutzen hierzu die Glei- 
diungen (b) in Nr. 145 ffir 9? = ^, '^ = ßy ;t = 7* Dann wird 

(o^ r= cosa cos/? • y — sin« • ß , 
cüj ™ sina cos/? • y + cosa • /J , 
CÜ3 = öc — sin/? • y 
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und hieraus folgt umgekehrt 

(X = tgßQOS(X • 0)1 + tg/SsiUÄ • CÜ2 + tt>8 > 

ß = co&oc • 0)2 — sina • coi , 

cos^ . sin^x 

^ cos/? ^ cos/8 ^ 
Man hat also 

^11 = tg/JcosÄ , ;tfi2 = tgßsiJKX , »13 = 1 . 

»21 = — sina , »22 = 00&(K j 



192. 



__ C08Ä 

Femer ist 



>^32 — 



sm^ 
cös^' 



^28 — ^ ^ 



"83 



und infolgedessen 

Alle übrigen x sind null. 

Nach diesen Vorbereitungen kennt man alle Koeffizienten 
in den Gleichungen (f) von Nr. 191 und erhalt durch Ein- 
setzung derselben für die Komponenten der Systembeschleu- 
nigung 

Wx = ^ + ö>s(Y, + VJ - a)jVs - <g/Joo8« • ^ 

6 Er COSÄ ÖEr 

+ smÄ 



(VII) 



w 



dY 



2 



2 



äT 



dß cos/? öy V 
ö>8(Vi + V5) + ö)iY3 - tg^Ssin« 
dEr sin^ dEr 



öE. 
da 



COSÄ •-TTli 



w 



8 



dß cos/J dy ' 
^ + co2(Y, + Y5) = co,(Y2 + Y4) - 4^ 



In der Dynamik werden wir diese Formeln benutzen, um 
die Bewegung eines schweren Körpers zu studieren, der mit 
einem kalottenformig begrenzten Teile seiner Oberfläche eine 
horizontale Fläche berührt und ohne Gleiten um eine Gleich- 
gewichtslage schwingt (Kugelrollpendel). 



IV. Abschnitt. 

Ketten ans starren KOrpem. 

198. Hannlgtaehe Arten der Körperketten. Am nahe- 
li^eDcUten ist die Vorstellung eines Komplexes starrer Körper, 
die so weit voneinander gerückt sind, daß einer den andern in 
seiner Beweglichkeit in keiner Weise hindert. Hierhin ge- 
hört unser Planetensystem mit der Sonne, wenn wir die An- 
nahme der Starrheit gelten lassen. Im allgemeinen braucht 
ein solches System nicht dauernd in dieser vollständig un- 
abhängigen Verfassung zu bleiben. E^ können zwei oder 
mehrere Körper zur Berührung kommen, zeitweise voneinander 
abgleiten oder abrollen oder sich spalten, so daß die Zahl der 
Elemente vermehrt wird. In allen diesen Fällen bleiben 

jedoch die Gesamtmasse des Systems*) /«* "^^^f^l und der 




Schwerpunktsvektor {cfi) definiert durch die Gleichung 



A = i 



bestimmbare Systemgrößen. Ebenso läßt sich ein Systemvektor 

A=y 

T8WM^"-aJ*)t7 

anschaulich bilden, der die Gesamtsumme der Momente der 
Elementargeschwindigkeiten aller Massenpunkte, bezogen auf 
den G^amtschwerpunkt ^, darstellt. 

*) h\f htt ' • * l*v 8iii<l die Massen der einzelnen Körper, 
^19 ^s; ••• ^r die Vektoren ihrer Schwerpunkte bezogen auf einen 
festen Punkt des Baumes. 
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Immerhin haben die freien Körpersjsteme f Qr die Kine- 
matik ein untergeordnetes Interesse. Viel wichtiger sind hier 
die gebundenen Systeme. Betrachten wir als erstes Beispiel 
die einzelnen Steine eines aus Quadern erbauten einschich- 
tigen Brückenbogens. Jetzt folgt vom Widerlager vorwärts 
gehend auf jedes Element nur ein einziges Element, so daß 
wir von einer einfachen Körperkette reden können. Jeder 
Einzelkörper wird sich auf seine beiden Nachbarn stützen, 
kann aber ohne vollständige Aufhebung dieser Konstellation 
auf Seitenflächen der benachbarten Steine gleiten und ohne 
die Gleitbewegung aufzugeben auch eine Drehung erfahren, 
insbesondere kann er um eine seiner Kanten eine Kipp- 
bewegung ausführen. Alle diese Bewegungen können in 
solchen Frenzen bleiben, daß der Zusammenhang des Systems 
trotz der Änderung nicht ganz aufgehoben wird, wie dies 
nach dem Einsturz des Bogens der Fall ist. 

Wir erhalten ein weit einfacheres Bild einer Körper- 
kette, wenn wir uns vorstellen, daß jedes Element (Einzel- 
körper) an zwei beliebigen Stellen geradlinig durchbohrt sei. 
Durch passende Ausschälungen können wir nun die Glieder 
durch Zapfen derartig: aneinander fügten, daß jedes Element 
um eine im vonu^enden feste A^ drehbar wd und 
selbst die Achse für das folgende Element besitzt. So ent- 
steht die einfache Zylindergelenkkette, die im Maschinen- 
bau die mannigfachsten Anwendungen gefunden hat. Man 
könnte auch eins oder mehrere der Gelenke mit drei Achsen 
versehen und damit die Möglichkeit schaffen, eine neue ein- 
fache G^lenkkette von diesem abzuzweigen. Man sieht sofort, 
wie diese Anschauung zu Gelenknetzen führt, die entweder 
flächenhaft oder räumlich ausgebildet sein können. Aber 
selbst die Annahme der Zylindergelenkverbindung kann 
man durch eine — wenigstens scheinbar — allgemeinere 
ersetzen, indem man statt der Ziapfen Kugelgeleiuke wählt. 
Endlich lassen sich, ohne aus dem Bewegungsgebiet des 
starren Körpers herauszutreten, zwangsweise geführte Trans- 
lationen des einen Elementes gegen das~ andere durch bajonett- 
artig ausgeführte Böhrengleitverbindungen hinzunehmen. In 
allen diesen Fällen hat die methodische Kinematik System.- 
größen für die Impulsion (G^schwindigkeitszustand) und die 
Beschleunigung aufzustellen, die als Erweiterung der bisher 
betrachteten Systemgrößen anzusehen sind. 



194. 



Ketten aus starren Körpern. 
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IM. Zwei starre Körper sind dureh ein Kugelgelenk 
verbanden — Impnbvektoren. In dem ersten Körper (JT^) 
nehmen wir einen beliebigen Botationspnnkt C^ und den 
Mittelpunkt des Kugelgelenkes in C^ tau C, ist dann auch 
ein Punkt des zweiten Körpers (i^). Jetzt ist mit An- 
wendung einer selbstverständlichen Indezbezeichnung (Fig. 91) 




Fig. 91. 



zur Unterscheidung der beiden Elemente der Kugelgelenk- 
kette die Geschwindigkeit von X^: 

dxi _. dci 



(1) 

also auch 



dr 



Vt 



dr 



+ o>i(^i— Cj), 



dc^ dc^ 



+ ö>i(^ — q). 



dx dx 

Nun ist aber ganz analog für einen Punkt von K^ 

dx^ dc^ 



dr =d^ + ^('^-'^) 
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oder 

(2) "^ "^ ^« *" ^7 + ^1^^ - ^) + o>«(^ - c,) • 

Den Gleichungen (1) und (2) entsprechend ist auch 



Wir definieren jetzt die Impulsvektoren p^V^^^, V^'^ ganz 
analog wie früher (Nr. 176) beim einzelnen starren Körper, 
indem wir setzen: 

Dann folgt sofort 

(a) p = 5^ \ + Ä/i2 V, 

(b) Y^'> = S)Mi(^i"-Ci)t;i + fif/i, (V="^i)^ 

(c) Y^*^ = 5/^2(0:2 -Cg)^^ . 

Nun ist aber 

811^ ^1 + S/ij ^2 = i"* • ^ > 

wo ^ den Schwerpunkt (S*) der zweigliedrigen Kette be- 
stimmt. Die Gleichung (a) läßt sich also durch die folgende 
ersetzen 
(aO p = /A* • V* , 

wenn ?*' der Vektor der Geschwindigkeit des gemeinsamen 
Schwerpunktes des Systems ist^ während die Gleichung (b) 
übergeht in 

(bO V^'^ = /4 (C2~q)i;5 + Sii^(x^^c^)v^ , 

wo t^ die Geschwiodigkeit des Schwerpunktes {ß^ von K^ 
bedeutet. Für eine zweigliedrige Kette mit Kugelgelenk 
existieren also drei Impuls Vektoren. Einer bezieht sich auf 
die Translation und ist gleich der Geschwindigkeit des Ge- 
samtschwerpunktes multipliziert mit der Masse des Systems. 
Der erste Impulsvektor der Rotation setzt sich geometrisch 
zusammen aus dem Eulerschen Impulsvektor des ersten 
Körpers und aus dem Moment der Schwerpunktsgeschwiodig- 
keit des zweiten Körpers bezogen auf den Rotationspunkt 
des ersten Körpers. Der zweite Impulsvektor der Rotation 
ist gleich dem Eulerschen Lnpulsvektor des zweiten Körpers. 
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Man kann die Impolsvektoren för das g^liedeite STstem 
nooh etwas fibersichtlicher darstellen, wenn man setrt 



and denmach die Gleichungen (a), (h), (c) in der folgenden 
Form schreibt: 

P ^Pi + Pi» 
(A) { Y<'^-Vi + /4-(c,-Ci)f; = Vi + ^l,, 

Die Vektorpaare (pn Vi) ^ (h 9 V^) sind jetzt auf die einzelnen 
Glieder K^ und K^ bezogen und identisch mit in Nr. 176 
betrachteten Eulerschen Impulsvektoren für den freien 
starren Körper. Wir können also jetzt die dort entwickelten 
Formeln unmittelbar anwenden und erhalten, w^n der Be- 
ziehung 



Dazu kommt noch die Beziehung 

Nach diesen Substitutionen treten an die Stelle der Glei- 
chungen (A) die folgenden expUziten Formen: 



(AO { V^*^ = /ij • ^ + Ji + /*; [MT + ^ K ^ ) + ^ (ö>2 i?Ö] , 

V^*> = /4 -^ + J, + /i; • 0l{coi e^) . 

Hierin sind die Vektoren e^yslx^ e\ in den betreffenden 
Gliedern festliegende Größen. 

Für die Zenegung der Vektoren in Komponenten müssen 
wir drei rechtwinklige Achsensjsteme ins Auge fassen, nämlich 

erstens das im Baume ruhende Achsenkreuz Oi,s,8> 
auf welches die absolute Bewegung bezogen wird, 

Heun, Xlnfliniittt. 20 
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zweitens ein im Körper K^ festliegendes Achsenkreuz 
mit dem Anfangspunkt in Ci und Achsenrichtungen, welche 
gegen Ol, s, 8 durch die Eulerschen Positionswinkel ipt,yfi, Xi 
(Nr. 114) orientiert sind, 

drittens ein im Körper K^ festes Achsenkreuz, das 
ebenso durch die Eulerschen Winkel q>i,tpif Xi gegen Oi % $ 
orientiert ist und seinen Anfan^punkt in C, hat 

Auf jedem dieser drei Achsenkreuze nehmen wir ein 
Tripel von Einheitsvektoren an. Sie seien der Beihe nach 



hf 


«2^ 


«8 


h, 


^Uf 


CW 


€/', 


^W} 


«///' 



/•- 



(d) 



Nach Nr. 114 ist 

Bj = cosy;^ C0S9?]^ • 1^ + cosy;^ ^9>i • ^ ~ ßinv^i • «s 
£jj = (— cos;i^i sin^)^ + 8in;i^^ cos^)^ sin^^^) • \ 

+ (cos;|^iCOS9?i+sin;|ri sin^)^ sinY;i)i2+8ii*;ti 008^;^ »^ 
«iff «- (siö;!^! sin^)^ + C08;|ri cos^^i sinY;^) \ 

-W-^mxi cos9?i4-eo8;ti sin9?i sin Y^i)^+eo8;i^i cosv^i»ij 

und die Ausdrucke ffir i/^^ ?//', i/jj' sind ganz dieselben^ 
wenn wir nur an q>9 tp^ x ^en Lidex 1 mit 2 vertauschen. 
Bezeichnen wir jetzt die Komponenten eines Vektors, 
indem wir die Indizes der in Betracht kommenden drei 
Einheitvektoren e hinter dem ihm schon anhaftenden Körper- 
index (1 oder 2) setzen, so erhalten wir der Beihe nach 

(e) { _ 



(f) äi = eil • «i + «iir • «/i + ^1 !//• ßjü » 



je5 = »iy • €/' 



^. j Jl *= Jl/*«/ + JliJ*^l/ + JlXfZ' «Iff> 

[ Jj *- Ja/' • i/' + Jiiz' • ^/z' + Ja joi' • ^iiz' • 

Hierin sind die Komponenten euf smt ^11119 ^119 Aiit ^iiiy 
^r» Au'j Anv konstante Orößen, die nur von der Lage 
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der Botationspiinkte Cj^, C^ und der Massenverteflung in K^ 

und X^ abhingen. Femer sind die Komponenten von J^ und J, 
in bekannter Weise (Nr. 180) durch die Komponenten der 
Winkelge6ch¥midigkeiten c^ und c5^ linear mit konstanten 
Koeffizienten ausdrnckbar. Denn in den Relationen 

IJii =* Tu • (Oll — JDiin • o>iii — Diu • o>iiJi 
iiu = Tin • (Oiu — Du • CDini — Dun • cou 
4un = Tun • foini — Dm • cou — Du • com 

(4%r = ^»/' • o)ji' — Dtni'* o)%n' — Dm' • ojn/' 
Jjji' = T%ii' • (o%u' — Dtr • a>%m' — D%ni' * oHr 
Jsxzz' = Ttjn' * f^m' — D^w • (Otr — Dtr • (Otw 

sind die Trägheitsmomente und Deviationsmomente {T und D) 
unveränderliche Oro£en, weil sie auf die Körperachsen be- 
zogen auftreten. 

Endlich sind noch die Komponenten der Winkelge- 
schwindigkeiten c^i und öü^ nach Nr. 145 durch die Euler- 
schen Wiokel und ihre Zeitderivierten ausdrückbar. 

Alle in den Gleichungen {Af) auf den rechten Seiten 
vorkommenden Systemvektoren sind jetzt in Komponenten 
nach dem ruhenden Achsenkreuz Oi,s,8 zerl^t, wenn man 
noch die Oleichung 

beachtet I und man sieht, in welcher Weise die Impnlsion 
des Systems durch die neun Orößen 

^11 ^%> ^19 

9if Wiy Xi9 

Vtf Vi9 Xt 

und ihre Zeitderivierten ezpUzit dargestellt werden kann. 

Die Zerlegung wird noch etwas einfacher und für 
manche Zwecke brauchbarer, wenn man alle Vektoren auf 
K^ bezieht. In diesem Falle ist 

^ » ^1/ • £/ -f- tm • cir + tun • ^m 

20* 
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zu setzen. Man erfa&lt jetzt die Impulsvektoren in der Form: 

p = py. cj -f P22 • ijj + Pju • Em , 

Der Leser kann im Bedarbfalle die Rechnung ohne jede 
Schwierigkeit ausfahren. 

19B. BezeMeimlgnngsvefctoren für dasselbe System. Die 

drei Vektoren der SjBtembeschleunigung q , W^^\ W^'^ sind de- 
finiert durch die Gleichung: 

S^ .fTi d^ + 5/12 . tr, d^a = q • de, + W^*^ • d*i + W^*^. d*, , 

so daß 

(1) q — S/iitTi +5jM,tr, 

(2) 'W^'^-8M^-c,)w^ + 8,i,{c^^c,)i€, 

(3) W^*^=5/i2(^T^y^ 

Wirdy die man auch sofort aus den Gleichungen (a), (b), (c) 
in Nr. 194 durch Yertauschnng yon v mit W hätte gewinnen 
können. Wir differentiieren jetzt die Impulsgleichungen (a)^ 
(b), (c) total nach der Zeit und vergleichen sie mit den yor- 
stehenden Gleichungen (1)^ (2), (3), dann ergeben sich für 
die Vektoren der Sjstembeschleunigung die AusdrBcke: 

welche den Zusammenhang des Beschleunigungsprozesses 
mit der Impulsion in der übersichtlichsten Weise darstellen 
(man vergleiche Nr. 179). Die Untersuchung der beschleu- 
nigungsfreien (q s- , W^^^ = , W^^ = 0) Bew^unff des be- 
trsuohteten zweigliedrigen Systems scheint noch nicht in An- 
griff genommen zu sein. Es ist aber wahrscheinlich, dafi 
dieselbe interessante Resultate lief em wird. 
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198. Bsdnktfoii dir IleiMntarvektoieii bei betteUg vteleu 
Oltodeni mit Kagtigtimikiuu Wir laMen jetzt die Beschrin- 
koDg auf zwei starre Elemente ftdlen, behalten aber die 
Insher gebraachte Beseiclmtmgsweiae b^ Dann ist 

ffir die Punkte von K^i dXi >» jc^ 4. d^i(xi — q) 
ffir die Ponkte yon K^i dx^ «s de, + i^t(Ph ~ ^) 



für die Ponkte von JE^: dx^ ^dc^ + d^^iXp — e,) 
und 



also 






Nun ist fOr ein ganz beliebiges System von Elementarvek- 
toren Ui,u§, • •• Urf die bzw. den Körpern Ki, K%, . . • JC 
ansehoieny der Ansatz der virtuellen Arbeiten ohne Bfiok- 
sioht auf die spezielle Verbindung der Glieder: 

SWüi . dxi + SWfJi •dxt + ...+ SWm^. d«^ 

+ • • • + **r • S^"^ (a?r — CV) Mr • 

Setzen wir also zur Abkfirzung 



S^^^ux-^fx, 8i^)(xx-ex)ux^mx, 

dann wird die ganze virtuelle Arbeit der Vektoren u am 
zunächst unverbunden vorgestellten System gleidi 

Berficksichti«n wir jedooh die Verbindung durch Kugel- 
gelenke, so ist in diesem Ausdrucke 

e-i-i Q^x-i 

dcx « dci +2***tf (c^+i — Cg) = ici +^d&geg 
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m setzen. Man erhalt also die virtaelle Arbeit der Vek- 
toren M fär die G(elenkkette in der ein&chen Form: 



r-dct + [Ml + «i(ri + r, + • . . + r,)] • d^t 



+ ._ ^ • • :_• •_• 

Hierin ist zur Abkürzung ^fx ^ f gesetzt Der Beduktions- 
gleichung ^=^ 

(I) tV^) üx dxx] = r • (Jci + Tfi"(^> • d^x 

entsprechen demnach die Sjstemvektoren 

RW— Ma + CA(rA+i + r;i+2 + . . . + r^) . 

Für iiji = ^;i • t7;i resp. ü;i = ^;i • tl^jt folgen hieraus sofort die 
Vektoren der Oeschwindigkeit (Impulsion) und der Be- 
schleunigung in bezug auf die r-gliedrige Kugelgelenkkette, 
nämlich 

(A) (» -«§'" 



V^^^ = Vi + «i<Pi+i + Pi+» + • • • + Hk) 







und 



(B) ,_ _ 

W^'^= Wa + ex(^+i + q;i+2 + . . . + qr) . 
In den letzten Formeln ist nach Nr. 179, Gleichung (£) noch 

jsu seteen und zu beachten, daß in unserem Falle 

(b) fe = <i+X^e^e 

wird. Die beschleunigungsfreie Bewegung ist — wie 
immer — durch die Ünveranderlichkeit der kinetischen 
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1 = 9 

Energie E ^ ^^. S^^^ßitJl ausgezeichnet. Man erkennt dies 
sofort ans der Besiehnng 

da mit dem Verschwinden der Vektoren ^ , W^\ W^% . . . W^*^^ 

ax 
wird. 

197. Dia ebene Körparkette. Während die Kinematik 
der räumlichen Gelenk- und Stützsysteme ungeachtet ihrer 
großen Bedeutung für die angewandte Mechanik keine nennens- 
werte Bearbeitung*) erfahren hat, sind dieselben in den letzten 
Jahren eingehend von Otto Fischer**) behandelt worden. 
Die Theorie der ebenen Ketten ist wegen der parallelen Ge- 
lenkachsen sehr einfach, so daß sich ihre späte Entwicklung 
nur durch den Mangel einer äußeren Anregung erklären läßt. 

Zunächst kann man die Vektoren e^ (Fig. 92) festlegen 
durch die Winkel ^g, welche sie mit der Achse e^ eines 
ebenen rechtwinkligen Achsenkreuzes bilden. Dann ist 

e^ =z (cosii?^ • €i + sini^ß • 1^) ßg . 

Ganz anal(^ lassen sich die Schwerpunktsvektoren CxSx = 0ji 
darstellen, indem man 

Sl = [cos(#A + ocx) • ci + 8in(i?A + «a) • e%] 4 

setzt Endlich wird 

Hiermit ist jetzt der Vektor 



px = fi\{tx + (ox0l) 



*) Interessante geometrische Eigenschaften dieser Systeme 

sind inKoeni^s Cin^matique^ S. 291 — 307, Paris 1897, behandelt. 

**) Otto Fischer, Über die reduzierten Systeme und die Haupt* 

punkte der Glieder eines Qelenkmechanistmu und ihre Bedeutung für 

die technische Mechanik. Ztschr. f. Math. u. Phys., Bd. 47. 1902. 

Otto Fischer, Der Gang des Menschen, Y. Teil. AbhandL 
der S&chsischen Ges. d. Wiss. (Math. Phys. Klasse), Bd. 28. 1903. 

Otto Fischer, Über die Bewegungsgleichungen räumlicher Ge* 
lenksysteme, ib. Bd. 29. 1905. 
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zu bilden. Man erhalt 



197. 



und 



also 



(Og Cq = (COSli>ß • £2 — Sini?^ • fil) Cg (Og 



<OxS!i^ [C<)8(#A + (Xx) • €« — SÜl(dA + (Xxi • e^zl (Ox , 



fe = ^ +^(oosdß • «2 — sin^ß • ii) e^ 



^ö>^. 




Fig. 92. 

Setzt man noch zur Abkürzung*) 

lA + /*I+i + /*I+s + • • • + /4 = i^I/y f 
80 wird 

A=y _ X=r 




.=1 



oder^ wenn man nach den (o ordnet, 

(I) 






.=1 



^) Das Symbol fA\^ kann gelesen werden: Masse i bis Masse r, 
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wonn man 

ni — iuI<C08(#A + äa) •«» — 8in(#l + (Xx) '11)01 

+ /*I+i/»(cosdji+i • €% — sin^A+i • «i) ^k 

zu nehmen hat. O. Fischer definiert den Hauptpunkt (H) 
des Gliedes Ki durch den Vektor ^a nach der Gleichung 



(1) 

Dann 
also 



/*l/y • ^i = /*! • 3 + /*I+l|r • ^A • 



ÜA «8 == /*l/r • ^i f 



ÜA = «8(|Ia«8) =» /*!/» • «8^i ; 



SO daB man für den Eulerschen Impulsvektor der Trans- 
lation die ein&che und anschauliche Form 



(A) 



P = Mil^ 



ti +y^Q>x0i 



erfailt Ffir die räumliche Kette gilt derselbe Ausdruck. 
Es bleibt noch (Nr. 176) 

VA = iu!-i^l + JA 

doroh die gewählten Großen ansxudrucken. Dies ergibt 



i?fe=i^ + 



coe(#A + ÄA)^coBd^ • e^ <o^ 



+ sin(*A + «a) y'sin*^ • e^ «^^ M^J * «» > 

Ja «« 8fiiz((Oig) = mSfix^* = Tx (Oxe^ = Taoja . 

Alle Trägheitsmomente Tx sind auf die betreffenden Ge- 
lenkpunkte bezogen. Für Va erhalten wir den Ausdruck 

(H) Va — i^A • l^ + fixi^i -^e^cosC^A + «x — ^e) *cOe+Tx(Ox* 
Der Impulsvektor der Rotation ist aber 

V ^=«Va + ^X(PX+1 + PX+« + • • • + Pr) • 
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Hierin wird 



«a(Pa+i + pA+» + ... + ?»)•= i"I+i|r [ex h + (fix ex) • cöi+(eA e») • ö>j 

+ • • • + (^A «a) • Ö)J + iWl+l/r («A ^ Ö>A+1 

+ 

+ /ij . (Ca e,-i) • ö>„-i + /ij • {ex X) • ä>„ . 

Die Einführung der Fischerschen Hauptpunkte nach Glei- 
chung (1) liefert den Ausdruck 

^aCPa+i + • • • + P»') 



= /**+i/v [ex t\+ ifix ex) ö>i + («A e») ö>t + . . . + ^x ex^ ö)J 

+ /^l/y K^A ^i+l) CÖA+i + {fix S+«) Ö>A+« + • • • + (^A ^y) Ö>J . 

Wir berücksichtigen jetzt die Gleichung (It) und erhalten 
zunächst für das von co freie Glied 



und es wird 



^i h +^(eQ isx) (Og + T* {ex 0e) ^q 

Der Faktor von löi ist das Trägheitsmoment des Ketten- 
elementes Kx zusätzlich der Massen aller bis zum Ende 
folgenden Elemente Kx+\y ^x^rty • • • -S^^ welche man sich 
in dem Gelenkpunkte Cx^\ vereinigt denken muß. Setzen 
wir also zur Abkürzung dieses Trägheitsmoment 

so wird 

z'x h +^ (Cq 0i) (Oq + 2^ {ex 0e) w^ 

ß=l tf=A+l 



(B) M^'^^Txi^lbx + filf, 



198. Der Kurbelmechanismus bei beliebiger Hassenver- 
teilung in den Gliedern. — Sein Impulsvektor. Für diskrete 
Massenpunkte haben wir diese Aufgabe bereits in Nr. 177 
durchgeführt. Hier handelt es sich um die Betrachtung des 
Systems als Gelenkkette. Das erste Glied K^ ist die Welle 
mit Schwungrad und Kurbelarm (Fig. 93), das zweite Glied E^ 
die Lenkstange und das dritte Glied JS^ wird durch den 
Kreuzkopf, die Kolbenstange und den Kolben dargestellt. 
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For die Au&tellimg der kinematischeii Systemvektoren kann 
man sich auf die beiden ersten Glieder beschranken^ wenn 
man im ElrenckopfEapfen C^ die Masse /i| von JS^ der Lenk- 
stange K^ zufOgt Wir verstehen daher im folgenden unter 
ßjif T| diejenigen Großen, welche bei Berücksichtigang dieser 
Zusatsmasse gebildet sind. Da C^ ein fester Ponkt ist, so 
wird nach den bisherigen Bezeichnungen für das zweiglied- 
rige System 

wo 

ZU setzen ist. 




Fig. 98. 

Die Amplituden ^^ und t^,* der Gelenkstrecken e^ und e^ 
sind aber nicht unabhängig, da 

6^ 'f' e^ ^= c^ 
sein muß. Folglich wird 

^^1+^ = 0, 

e^ sin^^ + e^ sini?^ = , 

e^ cos^i • ^^1 + ^ cosdg • d'^^ = 
folgt. Setzen wir also 

und dementsprechend auch 



d.h. 
woraus 
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Cj C0S1>2 tg#i ' 

Infolge dieses Zusammenhanges zwischen den Größen ^^ , ^^ 
erh&lt man 

wenn ^^ » tl^ als die Positionskoordinate des zwanglSufigen 
Systems angesehen wird. Der Systemvektor der Impulsion 
ist also bestimmt durch die Gleichung 

Wegen 

Vi «» (Ol Zi y t?, = (Ol Ci + C02^t 

wird _ 



V, - S^ ^2 1?2 = iS^ . irj(a>i Bi) + Sßi^ ^,(01,5,) 

= /4(^a • ei) • ä)i + T, ä>2 . 
Femer ist 

also 



«1 »« = S /i, ej Vg = 5 /ig 6i (a)i Ci ) + 5 /i, ^ (o), 02 ) 
oder 

Man erhalt so 

f'^^ (Ti +f44)ö}t + /A{nei)(ö, 
V^*> = l2Ö>2+/4'(^^i)ä>i 
und endlich für den Vektor der Lnpulsion 

V-<2\+/4^ + ;e«r2 + 2x/4)^ei>ä), 
wenn 

d'^i d'9 



(O = 



dr dx 



in Übereinstimmung mit der bisherigen Bezeichnung ge- 
schrieben wird. 

Ist nun femer ^ ein Einheitsvektor in der festen 
Richtung CiC^ und ^ ein Einheitsvektor^ welcher auf der 



IM. Ketten aus atanen EOrpem. 317 

Ebene des KurbelmecJianiamns eenkreoht 8teht> so kann man 

0^ — 45[äco8(#, + y) + ^8in(d, + y)] 
oder anch for 2 ji — tl>, == — v* 

0^ == zl\äoo&{y + v) + ^8in(y + y)] 
setsen und erhalt für das in V vorkommende Streckenprodakt 

mid es ist 

so daS man den Impulsvektor auch in die Form 

bringen kann* Ffir die beiden Winkel t9 und yf besteht 
die Konnexgleichong 

ei^sini^ s= e^antp . 

Setaet man also Cj^'^r, e^^lf so erhalt man V in der 
fiUichen Schreibweise. T^ ist das Trägheitsmoment der 
rotierenden Teile (Welle, Sobwangrad, KurbeUrm) nm die 
Wellenachse, T^ das Trägheitsmoment der Lenkstange im 
Ejrenzkopfzapfen vermehrt um die Masse der rein trans- 
latorischen Teile (Kreuzkopf, Kolbenstange, Kolben). Man 
kennt auch jetet die kinetisdie Energie*) des Getriebes: 

wenn F den Faktor von ö> in V bedeutet. 

^) Der Ausdruck fClr E läßt sich auch immittelbar aus den 
Formen der Elementargesehwindigkeiien 



ableiten. Denn man hat 

Sft^vi=^Ti<o* und Ä^A*it^ = [>*I^4-2x/M;(eil5) + «*^i]»% 
woraus durch Addition 

E = i[2\ + Ai;^ + x*2; + 2xA*;(eii,*)]«* 
wie oben folgt. 
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199. Der Systemvaktor der Besehlannlgiing ffir das Kurbel- 
getriebe mit beliebiger Hassenvertellung. Hier ist nach den 
Gleichungen (20 und (30 von Nr. 195 



w 



und es wird 

also 

Man kommt jedoch viel einfacher zu dem fertigen Ausdruck 
ffir W^ wenn man die Zentralgleichung in der Form 

^(V(J5)-(JE«:WtJ5 

benutEt Da d^ mit V und W gleichgerichtet ist^ so kann 
man diese Gleichung auch sclu:eiben 

^(VtJ*)~tJE«W(J* 
oder 

Nimmt man jetet 
80 wird w^^ 

CO) 



(l^-0)''-w--. 
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d. h. man erhalt die Lagrange sehe Gleidbiong 

dy dE 



W 



dt d» 



also auch 



^ dx 2 d» 



Da V explizit dargestellt ist^ so kennt man nach Ausführung 
der Differentiationen auch den Systemvektor der Beschleu- 
nigung in fertiger Fonn. 

200. Zyllndeigeleiikkatten mit windseblafen Achsen. Das 
zylindrische Zapfengelenk, welches zwei starre Körper mit- 
einander verbindet^ ist in beiden Kettengliedern als eine zwar 
im Baum bewegliche, aber in den Kettenelementen feste 
Achse anzusehen. Die Lage der beiden Achsen in einem 




starren Kettengliede braucht von vornherein keiner Be- 
schrankung unterworfen zu werden. Um die Botationspunkte 
und das im einzelnen Glied feste Achsenkreuz zu fixieren, 
denken wir uns den kürzesten Abstand der im allgemeinen 
windschiefen Drehachsen konstruiert und betrachten den An- 
fangspunkt derselben als den Botationspunkt {C) des Gliedes. 
Von dem Ikidpunkt des kürzesten Abstandes (a) in der 
zweiten Achse (^0 gehen wir in positiver Bichtung um eine 
beliebige Strecke (6) dieser Achse weiter und legen so den 
folgeoden Botationspunkt C fest. In Fig. 94 wird also 

ä + h^e, wenn e die Yerbindungsstrecke der Punkte G 
and C bezeichnet Hiermit ist auch zugleich das rechir 
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winklige Achsenkreuz in dem betreffenden Kettengliede 
fixiert Denn bezeichnen wir mit cc den Einheitsvektor in 
der Sichtung des kürzesten Abstandes a, so sind rff», tföi. 
drei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren^ auf 
welche alle Punkte des Gliedes bezogen werden können. 

Der Winkel y zwischen zwei aufeinander folgenden 
Drehachsen ist bestimmt durch die Gleichung 

Äny •ÖL = rfrj\ 

Wir betrachten nun drei aufeinander folgende Ketten- 
glieder K^ K' und K". Die Richtungen der Drehachsen 
seien durch die Einheitsvektoren ^^ rl'j rj" bestimmt 

Dieser Voraussetzung entspricht dann das Schema 

Kl K'i K''i 



Vf^fV' 


rr/ TT-/ XT// 




ä, b 


ä%V 




a + 6 = 6 


äf+V^ef 




siny • (K = fj fj' 


mkf'a'^tfrf' 





wo aber W nicht einen kürzesten Abstand bedeutet, sondern 
eine beliebig wählbare Einheitsstrecke in K'' darstellt Die 
Winkelgeschwindigkeit von K um ^ sei ä> . K^ drehe sich 
um die Achse tf^ mit der Winkelgeschwindigkeit ö/ usw. 

Bezeichnen wir wieder — wie früher — die Vektoren 
der Botationspunkte (7, C, C" von einem ruhenden Punkte 
des Baumes gerechnet mit c^Vyc!' und setzen 



so werden die Elementargeschwindigkeiten eines System- 
punktes in den einzelnen Kettengliedern dargestellt durch 
die Gleichungen: 



t/'= coe + (a> + ö>')ö'+(ö> + co'+ ißf)!/' . 
Hiermit ist die kinetische E2nergie der Kette 

zu bilden. Die explizite Ausführung verlangt die vollständige 
Kenntnis der Beziehungen zwischen den aufeinanderfolgenden 
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KooidinatensTStemen, welche an den einzelnen Gliedern der 
Kette festgel^ sind. Diese sind im vorli^<uiden Falle 
wesentlich einlscher als bei der Kette mit Kogelgelenk- 
verbindongi weil jedes Glied relativ zu dem vorangehenden 
nur einen Freiheitsgrad der Beweglichkeit besitzt Immer- 
hin wird die vollständige DurchfCttirang des analytischen 
Ansdrackes for die kinetische Energie des ganzen Systems 
nicht einfach, da die Anzahl der geometrischen Elemente 
und die Zahl der kinematischen Größen (Trägheitsmomente 
und Deviationsmomente) mit der Zahl der Glieder propor- 
tional wachst Bei der vorliegenden Beschrankung ist die 
vollständige Durchfuhrung leicht In der Mechanik der 
elastischen, ursprunglich doppeltgekrümmten Drahte (Bd. 2) 
kommen wir auf dieses kinematische Problem zurück. 
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V. Abschnitt, 

Allgemeine Systeme. 

201. Erweiterung des Systembegriffs. Bisher haben wir 
als Objekte der Bewegung nur den einzelnen materiellen 
Punkte Systeme getrennter materieller Punkte, den starren 
Korper und Ketten aus starren Gliedern betrachtet. Dies 
entsprach einem systematischen Aufbau der Kinematik, der 
durch die geschichtliche Entwicklung derselben wohl be- 
gründet ist. Galilei und Newton haben sich im wesent- 
lichen auf den materiellen Punkt beschränkt. Sobald sich 
das Bedürfnis zur Erforschung der Bewegungsformen ge- 
bundener Systeme dringend geltend machte, boten sich zwei 
verschiedene Wege dar, die auch beide eingeschlagen wurden. 
Man konnte entweder bei der elementaren Vorstellung des 
materiellen Punktes stehen bleiben und nach dem Vorbild 
der antiken Atomistik den starren Körper als eine unver- 
änderliche Verbindung solcher Punkte*) aufbauen oder man 
fiine unmittelbar zur Auffassung der mös:lichen Bewe&:un£;s- 
Fornen des starren Körpers üL, wie es von yarilnoii, 
D^Alembert und Euler geschehen ist. Dieser letztere 
Weg ist im dritten Abschnitt ausführlich dargestellt. In 
neuerer Zeit ist er noch durch einige spezifisch geometrische 
Ideen**) bereichert worden, die wir jedoch absichtlich aus- 
dem Bahmen dieses elementaren Lehrbuches ausgeschlossen 
haben. Für die Weiterbildung der Kinematik im Hinblick 

auf die mannigfachen Anwendungen derselben erscheint auch 

— — — ^— ^— ^— — \ 

*) Man vergleiche Broch, Lehrbuch der Mechanik (1854)^ 
S.26, wo der Lagrange sehe Ansatz in diesem Sinne ausgeführt ist. 
**) Namentlich durch die Arbeiten von Lie^ Killing und. 
Study. 
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zurseit eine Dorchfohrcmg der Theorie der Körperketten 
eine weit dringendere Angabe als die Verfolgung von Pro- 
blemen^ deren Interesse fast ausschließlich auf dem Gebiete 
der Gklometrie liegt und zunächst nur auf die Entwicklung 
dieser Wissenschaft fördernd wirkt Die moderne Mechanik 
verlangt in ihrem gegenwärtigen Entwicklungsstadium vor 
allem eine systematische Ausbildung der Theorie der Körper- 
ketten^ von der wir im vorigen Abschnitte aus methodischen 
Gründen nur die elementarsten Teile berücksichtigt haben. 
Da aber zur Weiterführung dieses Zweiges der Kinematik 
die allgemeinen Hilfsmittel fertig vorliegen und da außerdem 
der Antrieb von Seiten der Physik und Technik täglich wächst^ 
so ist die Ausfüllung dieser Lücke nur eine Frage der Zeit. 
Die Systeme aus starren Elementen, die sich aufeinander 
stützen, teilweise voneinander abgleiten oder abrollen oder 
hier und da ihren Zusammenhang vorübergehend lösen, büden 
eine Mannigfaltigkeit der Formen, deren Einreihung in be- 
stimmt abgegrenzte Typen auf den ersten Blick unausführbar 
erscheint. Handelt es sich aber darum, irgend eine gegebene 
Kombination aus starren Elementen kikei^tisch zu^^en, 
so sind nur zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem jede 
Position des ganzen Systems sich durch eine endliche ^ahl 
von Parametern darstellen läßt oder nicht Im ersten Falle 
wird die Greschwindigkeit jedes beliebigen Systempunktes eine 
lineare Funktion der Parametergeschwindigkeiten, so daß also 
die kinetische E2nergie des Systems und damit auch die Kom- 
ponenten 

'• ^ dx \e4j ö** 

der Beschleunigung des Systems gerade so einfach und über- 
sichtlich darstellbar sind, wie bei den bisher behandelten 
spezielleren Systemen. Im zweiten Falle sind nicht inte- 
grable Bedingungsgleichungen, wie wir sie in Nr. 188 be- 
trachtet haben, vorhanden. Man überzeugt sich jedoch leicht> 
daß die in Nr. 190 und 191 gegebenen Entwicklungen ohne 
weiteres auf die aUgemeineren Systeme, welche wir jetzt im 
Auge haben, übertragbar sind, wenn man nur die Anzahl 
der allgemeinen Koordinaten nnd die Bedingungsgleichungen 
zwischen den Hilfsgroßen co< der Beschaffenheit des Systems 
entsprechend wählt. Die Zentralgleichung in der .spezi- 

21* 
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eilen Lagrange sehen Fonn oder in ihrer verallgemeinerten 
Fassung (Nr. 185) behalt ihre Gültigkeit^ wenn wir die Kom- 
ponenten Pt und Q( bei beliebig vielen Positionskoordinaten 
ebenso definieren, wie in den bisher behandelten einfacheren 
Fällen. 

Zu den allgemeinen Stützsystemen gehört das in neaerer 
2ieit*) betrachtete Schrotsystem, eine Anhäufung von 
Kugcdn gleicher Große und gleicher Masse, die aufeinander 
gleiten, voneinander abrollen oder sich zum Teil voneinander 
trennen können. Eine eingehendere kinematische Unter- 
suchung der möglichen Bewegungen eines solchen Kugel- 
haufens würde zweifellos eine rationelle Grundlage für die 
Statik und Kinetik loser Erdmassen liefern, die auch viel- 
leicht der experimentellen Kritik eine festere Handhabe 
bieten würde als die bisherigen Ansätze. 

202. Hodellsysteme der Physiken Die kinematische Ver- 
wandtschaft verschiedener materieller Systeme wird am ein- 
fachsten in ihren entsprechenden Enemeformen (E) zum 
Ausdruck kommen. Zeigt eine gewisse Gruppe von materi- 
ellen Systemen im Gegensatz zu anderen einen nahezu über- 
einstimmenden Bau der Funktion E, so ist man von vorn- 
herein sicher, daß auch die möglichen Bewegungsformen, für 
welche alle Komponenten der Systembeschleunigung ver- 
schwinden, im wesentlichen miteinander übereinstimmen 
werden. Dieser Gedanke und djmamische Betrachtungen, 
welche wir im zweiten Bande bringen werden, haben zuerst 
Maxwell**) darauf geführt, die Form der kinetischen 
Enei^e (E) geradezu zur Charakterisierung von gebundenen 
Systemen zu benutzen, die in ihren Bewegungsformen wichtige 
physikalische Gesetze zum Ausdruck bringen. Gelingt es 
nun, sich irgend ein materielles System explizit vorzustellen 
oder zu realisieren, welches die vorausgesetzte Energieform 
hat, so ist man im Besitz eines „Modells^^, welches den 
Komplex der physikalischen Erscheinungen, welchen man in 
seinen gesetzmäßigen Verknüpfungen erklären will, gleichsam 
mechanisch vor Augen führt. In diesem Sinne haben nach 
dem Vorgange Maxwells namentlich v. Helmholtz***), 

*) Man vergleiche Obsborne Reynolds, Papers on me- 
ohanioal and physical subjeots, Bd. 2, S. 203 — 216. 
•♦) Scientific Papws, Bd. 1, Abhandl, XXV. 
•••) Gesammelte Werke, Bd. 3. 
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Boltzmann*) nnd J. J. Thomson**) wichtige Gebiete der 
Phjsik und der physikalisohen Chemie rein mechanisch dar- 
mstellen versacht Wir müssen uns mit der Andeutung 
dieses interessanten Forschungsgebietes begnügen und werden 
in der Dynamik (Bd. 2) einige Ausführungen in elementarer 
Form bringen. 

208. Dia konjui^erte Bnargiaform. Hamilton (1805 bis 
1865), dem begeisterten Verehrer Lagranges und seiner 
^^M^canique Analytiqne'', war es vorbehalten, einen bedeutenden 
Schritt***) in der Weiterbildung der Lagrangeschen Ideen 
zu tun. Er benutzt die kinetische Eneigie E nicht in der 
ursprüngUchen Fonn 

(1) E^i2^A,Jr^.. 



r« 



sondern führtf) an Stelle der Parametergeschwindigkeiten & 
die Impulskomponenten 

ein, so daß die kinetische Energie die Form 

(2) F=i2;'a.PrP. 

annimmt. Die Funktion F stimmt natürlich dem Werte nach 
mit E überein. 

Nach dem Satze von den homogenen Funktionen ist nun 

ÖE 

Folglich besteht die identische Gleichung 

(3) E-'2:Pr'»y = -F. 

Wir nennen die durch die Gleichung (2) dargestellte 
Größe die konjugierte Energieform des Systems. 

*) Yorles. über Maxwells Theorie der Elektrizität und des 
Lichtes, 1. Teü, 1891. 

**) Apulioations of dynamics to physics and chemistry, 1888. 
***) Inah Philos. Transactions, 1835. 
t) Dieser Ersatz wurde bereits vor Hamilton durch P o i s s o n 
eingefOhrt und in der zweiten Auflage der M^c. analyt. tome I, 
pag. 336 auch von Lagrange benutzt, wo man die kanonischen 
Formen der Beschleunigungskomponenten in anderer Auffassung 
findet. 
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204. Kanonische Form für die Komponenten der System- 
besohleunigung. Als Ausgangspunkt verwenden wir die 
Lagrangesche Zentralgleichung in der ursprünglichen Form 

oder nach Ausführung der Differentialquotienten nach der 
Zeit und Ersatz von dd&y durch dd^^i 

(2) 2^P.(Jd.+X»'-*^- = *E+2;Q^**i'- 
Nun ist 

(3) (JX^^-=Z^^^-+Z^^^-' 

r ¥ ¥ 

¥ ¥ ¥ ¥ 

Bringt man jetzt die letzte Gleichung in die Form 

¥ V ¥ ¥ 

und beachtet, daß nach (3), Nr. 203 

¥ 

ist, so erhalt man 

¥ ¥ 

Die konjugierte Energieform F ist eine Funktion der un- 
abhängig veränderlichen ^ und P. Folglich hat man 

¥ ¥ 

Die Darstellungen (5) und (6) können nur miteinander über- 
einstimmen, wenn 

ist. Hiermit hat man die Lagrangesohen Komponenten 
der Systembeschleonigang ausgedrfickt durch die Gleichung 
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welche Jaoobi als kanonische Form bezeichnet hat. Die 
zweite Gleichung 

(n) d^^BF^ 

^ ' dz d9r 

gibt unmittelbar die Parametergeschwiadigkeiten. Der Zu- 
sammenhang dieser Gleichungen mit den ursprünglichen 
Lagrangeschen Darstellungen 

(A) Q,= ""^^ 



(B) 



dx d'&y 



zeigt unmittelbar, daß sich die in Betracht kommenden 
Größen nach dem Schema 

dE 
9, E, P, -^, 

(7) { . .. 

»*' ^' ^' --^ 
entsprechen. Insbesondere ist for die beiden Energieformen 

80B. Anwendung auf das sphärische PendeL Wir wollen 
die im vorstehenden behandelte kanonische Transformation der 
Lagrangeschen Beschleunigongskomponenten auf das bereits 
in Nr. 53 behandelte einfache Beispiel anwenden, indem wir dort 

^ a= — - — 1? und l = \p 

setzen. t9 ist dann der Ausschlag des Pendels und der Aus- 
druck für die kinetische Energie lautet: 

JB=ia>(*« + sin>*.y>). 
Hieraus folgt 

P^^a}^ und Py = a*^sin*iO-y , 
so daß man für die konjugierte Energieform sofort erhalt 



^"2^r^+"^iir«^^*J- 



328 
Nun ist 
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BF 



1 co8i9^pj *^ _n 



a* sin^i 



d\p 



und man hat sofort die kanonische Form der Lasransre- 
sehen Beschleunigangskomponenten: 



«* = 



dP, 



* 



«v = 






1 C<g»p, 



V 



(2t 



Die Aasdrnoke för die Parameteigeschwindigkeiten sind: 



dx 



dw ^ ^ P . 
. dt a* sin^i? ^ * 



In der Dynamik werden diese Gleichungen ihre Anwendung 
finden. 

206. Die Routhsche Form fär die Komponenten der 
Systembesehleunigung. Außer den beiden bisher betrachteten 
Darstellungen der Lagrangeschen Komponenten gibt es noch 
eine dritte, welche sich in den Anwendungen der Mechanik 
auf fundamentale Probleme der theoretischen Physik und 
Chemie äußerst fruchtbar erwiesen hat. Bouth kam zuerst 
in seiner Preisschrift ^^Stability of Motion'^ (1877) auf den 
Gedanken, nicht die B^leitmomente aller Lagrangeschen 
Koordinaten (i?), sondern nur diejenigen einer gewissen An- 
zahl, welche wir zum unterschied von den vorigen mit \p 
bezeichnen woUen, einzuführen. Die Lagrangeschen Aus- 
drucke für die Systembeschleuniguugen, welche diesen beiden 
Koordinatengruppen entsprechen, wollen wir in der Form 



«x-Pa - 



Ry ^ Ml 



6E 

aE 

dxp, ' 



_£E_ 
dtp. 



(1) 
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sdireibeiu Dementsprechend ist för das ganze System 

und die Zentralgleichang lautet 

- «E + y*^ dOx +2^R, dtp, . 

Dnrdi AnsfBhmng der Differentiationen nach der Zeit erhalt 
man zonachst 

y Pi «*i - y «X «5#i + y Pi «J^i +2;' M, «5 V» - Z" "' «* V» 

Nun ist aber nach den gewöhnlichen Lagrangeschen Aus- 
drücken, v(m denen wir ausg^angen sind 



Pi-Qi 



und M» — R» = 



Pol^h ninunt die Zentralgleiohung die Form an 
Beachtet man die Identität 

y » y 

SO kann man der vorifren Gleichuns auch die Form eeben 



(2) 



— ^^ V^r^My = ÄE • 



Bonth führt nun eine neue kinematische Funktion H ein 
durch die Definition 



(3) 



E — ^WlrV'r — —H . 
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Hiemit geht die Gleichung (2) über in 



(4) 






V 



Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Identität 






V > 



so folgen sofort die Beziehungen 

dH dE en dE 



(5) 



ö*x S^i ' d&i d^ 



Durch Einführung derselben in die Lagrangeschen Aus- 
drücke der Systembeschleiuugnng gewinnt man endlich die 
Bouthsche Form: 
;-,. A d(dH\,dH 

^^^ "'-"dT + ä^- 

Dieselben Gleichungen wurden später (1884) von v. Helm- 
holtz in Grelles Journal, Bd. 97, gefunden. Von da ab 
wurden sie zum Gemeingut der Physiker. Hier konnte nur 
ihre formale Ableitung gegeben werden, während der Nachweis 
ihrer großen Bedeutung in der angewandten Mechanik erst 
in der Dynamik* (Bd. 2) erbracht wird. 

207. Sehlaßbemerkungen. Wir haben bisher absichtlich 
die flüssigen (Systeme) und die festen, elastischen Systeme von 
unserer Darstellung der Kinematik ausgeschlossen, obwohl 
ihre Behandlung sich ohne wesentliche Schwierigkeiten hätte 
anfügen lassen. Es isind lediglich methodische Gründe, welche 
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uns veranlassen^ diesen Teil der Kinematik mit der Dynamik 
(Bd. 2) zu vereinigen. In einem Handbuch der Eanematik, 
welches lediglich gelehrten Zwecken zu dienen hat^ wäre diese 
Abtrennung zurzeit nicht gerechtfertigt^ da die vorhandene 
Literatur über diesen Gegenstand, wenn auch zerstreut und 
systematisch unvollständig, doch ausreichend ist, um eine 
abgerundete Darstellung desselben zu ermöglichen. Für den 
Anfänger, dessen Interessen ein elementares Lehrbuch doch 
in erster Linie vertreten muß, liegt die Sache anders. Er 
muß bestrebt sein, zunächst das breite Fundament einer 
Wissenschaft gründlich kennen zu lernen, und sich dabei 
eipe gewisse Beschränkung auferlegen, die er erst später 
schrittweise au^ben kann. 



Sachregister. 



Abschrotung (Axoidbewe- 

gnuf) 237, 249. 
— ^y Bedingungen derselben 253. 
Abstand, kürzester, zwischen 

zwei Geraden 28. 
Arbeit. 

— Integralarbeit der Beschleu- 
nigung 80. 

— , virtuelle der Beschleunigung 
eines Punktes auf einer Fläche 
90. 

, der Massenbeschleunigung 

bei der Atwoodschen Fall- 
maschine 116. 

, beim allgemeinen, zwang- 
läufigen Mechanismus 119. 

, der Systembeschleunigung 

bei Punktverbindungen von 
zwei Freiheitsgraden 125. 

, beim zusammengesetzten, 

ebenen Pendel 142. 

— — , der spannenden Be- 
schleunigungs-Komponenten 
eines zwangläufigen Mecha- 
nismus mit zwei Massen- - 
punkten 148. 

, beim Kurbelmechanismus 

151, 315. 

— — , der Massengeschwindig- 
keit des starren Körpers 264, 
280, 291. 

, der Massenbeschleunigung 

des starren Körpers 268, 280, 
291. 

—. , für die Kugelgelenkkette 

aus zwei Gliedern 308. 

, aus mehreren Gliedern 309. 

Arbeitsprodukt 13. 

A t w o o d s Fallmaschine 1 1 3, 1 15. 



Balancier -Kurbelgetriebe 

135. 
Bedingungsgleichungenfür 

die beschränkte Bewegung 

des starren Körpers 285. 
— , nicht integrable 293. 
Begleitkörper der freien 

Baumkurve 237. 

— des Kurvenstreifens 239. 
Begleitmomente der Ge- 
schwindigkeit 69. 

— der Beschleunigung für ebene 
Polarkoordinaten 69. 

— der Beschleunigung auf der 
Kugelfläche 75. 

— der Beschleunigung auf einer 
beliebigen Fläche 80. 

Begleitvektoren 67, 79. 
— , konjugierte 110. 
Beschleunigung, Vektor der- ^ 

selben 48. 
— , Zerlegung nach der Tangente 

und Normalen der Balm 51. 

— bei der harmonischen Be- 
wegung 52. 

— bei der elliptischen Planeten- 
bewegung 53. 

— , Flächenbeschleunigung 55. 

— höherer Ordnung 58. 

— , gleichmäßig veränderliche 59. 

— , Komponenten derselben in 
ebenen Polarkoordinaten 64. 

— , relative, bei der ebenen Be- 
wegung 65. 

— , spannende, bei der Kugel- 
bewegung 78. 

— ^, spannende, auf einer belie- 
bigen Fläche 82. 

— , virtuelle Arbeit derselben 88. 



Sachregister. 



333 



Beschleunigung auf einer 
festen Kurve 97. 

— , spannende, in einer festen 
Bahn 101. 

—, spannende, bei gebundenen 
Systemen 1S6. 

— ^, Komponenten derselben bei 
gebundenen Systemen 139. 

— y spannende, im Faden der 
Atwoodschen Fallmaschine 
141. 

— , spannende und treibende, 
bäm zusammengesetzten 
Pendel 142. 

— , spannende und treibende, 
r>ehnungs- und Biegungs- 
komponente derselben 144. 

— j spannende, im Kurbelmecha- 
nismus 148, 152, 153. 

— , Systembeschleunigung des 
swanglAufigen Mechanismus 
119. 

— , Systembeschleunigung des 
Kurbelmechanismus 123. 

— , Elementarbeschleunigungder 
Bewegung des starren Sy- 
stems 204. 

— , Zentrum derselben bei der 
Bewegung des starren Sy- 
stems 206. 

— eines freien Punktes relativ 
zum starren System 208. 

— ^ FOhrungs - Beschleunigung 
eines freien Punktes relativ 
zum starren System 209. 

— eines Punktes auf einer 
zwangweise bewegten Kurve 
217. 

— , Vektoren derselben für den 

starren Körper 268. 
— ,ihre Komponenten 271. 

— sfreie Bewegung des starren 
Körpers 273. 

— , Vektor derselben für eine 
Kugelgelenkkette aus zwei 
Gliedern 308. 

— , Vektor derselben für den 
Kurbelmechanismus 318. 

— , ihre Komponenten in kano- 
nischer Form für allgemeine 
Systeme 326. 



Beschleunigung, dasselbe für 
das sphärische Pendel 328. 

Beschleunigungs- Zentrum 
der Bewegung des starren 
Systems 207. 

— der Planbewegung des starren 
Küri>ers 231. 

Beschränk te Bewegung des 

starren Körpers 283. 
Biegungsradius 33. 
Biegung, Maß derselben 34. 

— emer Bahn 55. 
Biegungskomponente der 

spannenden Beschleunigung 
beim zusammengesetzten 
Pendel 144. 

Chaslessche Formel 252. 
Coriolis- Beschleunigung 
64. 

]>ehnungsspannung 144. 
Dehnungskomponente der 

spannenden Beschleunigung 

beim zusammengesetzten 

Pendel 144. 
Deviationsmoment eines 

starren Körpers 257. 
Differentiation nach einem 

Vektor 265. 
Dimension, geometrische 13. 
Doppelpendel 113. 
Drenung des starren Körx»ers 

156. 
— , Achse derselben 157. 
—, Amplitude derselben 157. 
Drillung einesFlftchenstreifens 

241. 

CSigenbewegung eines Punk- 
tes im führenden starren 
System 203. 

Ebene, Vektorgleichung der- 
selben 23. 

Elementarbeschleunigung 
beim gebundenen System 139. 

— , des stairen Systems 204. 

Elementargeschwindigkeit 
beim gebuodenen System 138. 

Elementarvektoren der Ku- 
gelgelenkkette 309. 
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Energie, kinetische, bei der 
Belativ-Bewegung eines 

(freien) Punktes 210. 

—, kinetische, des starren Kör- 
ners 262. 

— , konjugierte Form derselben 
325. 

— , erweiterte, beim Pendel 142. 
(S. kinetische Energie.) 

Energiesatz für Beweg^ung auf 
fester Bahn 100. 

Entwicklungsformel 21. 

Epi^yklische Bewegung 126, 
128. 

Erzeugende einer Begelfl&ohe 
(eines Axoides) 249. 

— , kürzester Abstand zweier be- 
nachbarter E. 249. 

— , Parameter derselben 250. 

— , Zentralpunkt und Zentral- 
ebene derselben 251, 252. 

Eulersche Positionswinkel 175, 
219. 

bei der allgemeinen Roll- 
bewegung des starren Kör- 
pers 246. 

— Impulsvektoren (des starren 
Körpers) 264. 

— Beschleunigungsyektoren(des 
starren Körpers) 268. 

, ihre Ableitung aus der 

Zentralgleiehung 276. 

— Gleichungen 271. 

— Impulsvektoren für die Ku- 
gelgelenkkette aus zwei Glie- 
dern 304. 

für die ebene Körperkette 

313. 

Fallbewegung auf rotie- 
render Erde 223. 

Fallmaschine von Atwood 
113, 115. 

— , treibende und spannende Be- 
schleunigung des Fadens 141. 

Flächengeschwindigkeit 
39. 

Flächenbeschleunigung 54. 

Fortrollen eines starren Kör- 
pers auf einer ruhenden 
Fläche 244. 



Freie Bewegung des Punktes 
103. 

Freies Rollen 162. 

Freiheitsgrad, Grad der Be- 
wegungsfreiheit 114. 

Führungsbeschleunigung 
65. 

Führungsgeschwindigkeit 
63. 

— der relativen Bewegung eines 
Punktes gegen ein starres 
System 202. 

Gebundene Systeme 112. 

Geodätische Bahnen auf einer 
krummen Fläche 83, 

auf der Kegelfläche 85. 

Gerade, Yektorgleichung der- 
selben 25. 

— ^, kürzester Abstand zwischen 
zwei Geraden 28. 

— , gegenseitiges Moment 29. 

— , Schnitt mit einer Ebene 
29. 

Geschwindigkeit eines Punk- 
tes 37. 

— eines Parameters 39. 

— , Komponenten in ebenen Po- 
larkoordinaten 62. 
— , relative, in der Ebene 63. 
— , absolute 63. 

— auf der Kugelfläche 72. 

— auf einer festen Kurve 96. 
— , Flächengeschwindigkeit 39. 

— der Gelenkpunkte einer 
ebenen Stabkette 134. 

— des gebundenen Systems, 
Komponenten derselben 137. 

— , Elementar -Geschwindigkeit 
eines Punktes des starren 
Körpers 180. 

— , augenblickliche Translations- 
geschwindigkeit des starren 
Systems 180. 

— , Winkelgeschwindigkeit des 
starren Körpers 180. 

— , G^chwindigkeitssystem des 
starren Körpers 181. 

— , Gtoschwindigkeits-Parameter 
284. 
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Geschwindigkeit, Geschwin- 
digkeitsparameter bei nicht- 
integrablen Bedingnngsglei- 
chungen 293. 

Geschwindigkeitskurve 
(Hodograph) 47. 

Grade der Bewegungsfreiheit 
104. 

Harmonische Bewegung 43. 
Hauptachsen eines starren 

Körpers 259. 
Hau^tpunkteynaohO.Fischer; 

bei e Denen Körperketten 313. 
Ho d o g r a p h (G^chwindigkeits- 

kurye) von Hamilton 47. 

Impuls, freier, des Kurbel- 
mechanismus mit beliebiger 
Massenverteilung 316. 

Impulsion, allgemeine Kom- 
ponenten derselben beim 
starren Körper 291, 293. 

Impulsvektoren, Eulersche 
264; ihre Komponenten 270. 

— der Rotation 264, 265. 

— der Translation 264. 

— für die Planbeweg^ung 267. 

— starrer Körper 272. 

— fOr die Kugelgelenkkette aus 
zwei Gliedern 304. 

— fOr ebene Körperketten 313. 

Kanonische Form der Kom- 
ponenten der Systembe- 
schleunigung 326. 

Keplers Gesetze der Planeten- 
bewegung 54. 

Ketten, ebene Stabketten 133. 

— , verschiedene Arten von Kör- 
perketten 301. 

— , ^ugelgelenkkette aus zwei 
Gliedern 303. 

— , Kugelgelenkkette aus belie- 
big vielen Gliedern 309. 

— ^, ebene Körperkette 311. 

— , Zylindergelenkketten 302, 
319. 

Kinetische Energie 69. 

— eines Punktes auf der Kugel- 
fläche 75. 



Kinetische Energie eines 
Punktes auf einer beliebigen 
Flftche 79. 

auf dem Kegel 86. 

auf einer festen Kurve 98. 

auf einer Parabel 99. 

— — in allgemeinen Baum- 
koordinaten 107. 

— , Erweiterung derselben 109. 

— der Atwoodschen Fall- 
maschine 117; erweiterte 140. 

— eines zwangläufigen Mecha- 
nismus 119. 

— des zusammengesetzten, star- 
ren Pendels 120; erweiterte 
143. 

— des Kurbelmechanismus 123 ; 
erweiterte 147, 152. 

— des ebenen Doppelpendels 
127. 

— des Zentrifugalregulators 131. 

— der ebenen Stabkette 134. 

— bei der Belativbewegung 
eines Punktes 210. 

— des starren Körpers 262. 

— des mit sphärischer Kontakt- 
fläche auf einer Ebene rol- 
lenden starren Körpers 298. 

— der Kugelgelenkkette 311. 

— der Zylindergelenkkette 320. 
Komponenten, allgemeine, 

der SystembeschleunigUDg 
des starren Körpers 293. 

— , aU gemeine, der Impulsion 
des starren Körpers 293. 

— , Eulers 270. 

—, Lagranges 281. 

— des Impulsvektors bei der 
BoUbewegung eines starren 
Körpers auf einer Ebene mit 
sphärischer Kontaktfläche 
299. 

— der Systembeschleunigung 
derselben Bewegung 300. 

— der Impulsvektoren bei der 
Bewegung einerKugelgelenk- 
kette aus zwei Gliedern 307. 

— der Systembeschleunigung^ 
kanonische Form 326. 

— der Systembeschleunigung, 
Boüthsche Form 330. 



L 



336 



Sachregister. 



Konjugierte Begleitvektoren 
110. 

— Geraden (im Nullsystem) 193. 

— Energieform 325. 
Konnexgleichung beim Kur- 

behneohanismuB 122. 

— beim Balancier • Kurbelge- 
triebe 136. 

— y erweiterte 149. 
Kontaktbewegung des star- 
ren Körpers 237. 

— mit sphftrischer Fläche auf 
einer Ebene 294. 

Kontingenzwinkel 32. 

Koordinaten der Geraden 25. 

•^ auf der Kugelfläche 71. 

— , allgemeine Baumkoordinaten 
103. 

Korkzieherregel 11. 

Kreis, Yektorgleichung des- 
selben 20. 

Kreuzkopfftthrung, kine- 
matische Beanspruchung der- 
selben 153. 

Kugelbewegung, ganze Be- 
schleunigung bei derselben 
76. 

Kugelgelenkkette aus zwei 
Gliedern 303. 

Kugelpendel, einfaches 76, 
327. 

Kugelrollpendel 300. 

Kurbelmechahismus 121. 

— , Beanspruchung seiner Bet- 
tung durch den Beschleuni- 
gungsprozeß 147. 

— , spannende Beanspruchung 
des Wellenlagers durch den 
Beschleunigungsprozeß 150. 

— , kinematische Beanspruchung 
der Kreuzkopfführung 153. 

— bei beliebiger Massenvertei- 
lung 314. 

Ijage des starren Körpers 155. 

Lagrangesche Ausdrücke oder 
Lagrangesche Gleichungen 
fÜrebenePolarkoordinaten70. 

•^ für die Begleitmomente der 
Beschleunigung eines Punk- 
tes auf einer Fläche 80. 



Lagrangesche Ausdrücke für 
Baumkoordinaten 108. 

— der Atwoodschen Fallma- 
schine 118. 

— des zwangläufigen Mechanis- 
mus 120. 

— des zusammengesetzten Pen- 
dels 121. 

— bei Systemen von zwei Frei- 
heitsgraden 125. 

— des Doppelpendels 128. 

— desZentrifugalr^gulators 131. 

— für ein von der 2jeit expli- 
zit abhängiges G^esohwincug- 
keitssyst^ 211. 

— Impulskomponenten (Kom- 
ponenten der Systemge- 
schwindigkeit) des starren 
Körpers 281. 

— Komponenten der System- 
beschleimigung des starren 
Körpers 282. 

— des Kurbelmechanismus 319. 

— für allgemeine Systeme 323, 
327. 

Lebendige Kraft 69. 

Leistung der Beschleunigung 
80. 

Linearer Komplex 192. 

Loxodrome auf der Kugel- 
fläche 73. 

Masse, Deflnition 115. 
Massengeschwindigkeitll5. 

— des starren Körpers 264. 

Massenbeschleunigung 115. 

— des starren Körpers 264. 
Modellsysteme der Physiker 

324. 
Moment, gegenseitiges, zweier 
Geraden 29. 

— der Geschwindigkeit (Flä- 
chengeschwindigkeit) 39. 

— bei der Planetenbewegung 41. 

— bei der Bewegung auf der 
Schraubenlinie 41. 

— des Beschleunigungsvektors 
(Flächenbeschleimigung) 54. 

Momentan-Zentrum der 
ebenen Bewegung des starren 
Körpers 182. 
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Momentan-Zentrum, Rela- 
ÜTgeschwindigkeit desselben 
224. 

—, BeUüybeschleunigung des- 
selben 226. 

— y absolute Beschleunignng des- 
selben 226. 

Momentj^rodiikt 15. 

— , rechtwinklige Komponenten 
desselben 18. 

Newtons Bezeichnung der 
Differentialquotienten 50. 

Normalvektor 82. 

Null System (NuUpunkt, Null- 
ebene) 192. 

— , konjugierte Geraden imN. 198. 

Parallelogramm, im Baimi 

orientiert 12. 
Parametergesohwindigkeit 

89. 

— fOr das sphärische Pendel 828. 
Parameter beschleunignng 

49. 
Parameterform der Kurven- 

gleichung 81. 
Planbewegung des starren 

Körpers 224. 
Plückersche Gleichung der 

Geraden 26. 
im Nullsystem 192. 

— Koordinaten 26. 
Polarkoordinaten, ebene 61. 

— im Baume 104. 

Polarplanimeter 283. 

Polkurve des Momentan- 
zentrums bei der ebenen Be- 
wegung des starren Körpers 
182. 

Poncelets Konstruktion der 
Schraubenachse 190. 

Poinsots geometrische Deu- 
tung der beschleunigungs- 
freien Bewegung des starren 
Körpers 274. 

— Zentralelüpsoid 275. 
Positionskoordinate = Sy- 
stemkoordinate. 

Positionswinkel, Eulerscbe 
175. 

Heun, Kinematik. 



Punktbewegung in eiaer 
festen Bahn 97. 

— in einer freien Bahn 87. 

— auf einer festen Fl&che 61. 

Raumkoordinaten, allge- 
meine 108. 

— , Lagrangesche Gleiohungen 
fElr dieselben 107. 

Bäume, Lagrangesche 6, 14. 

Belativbeschleunigung 
eines Punktes in einer Ebene 
65. 

— zum starren Körper 208. 

— des Momentan-Zentrums 226. 
Belativgeschwindigkeit 

eines Punktes in einer Ebene 
68. 

— zum starren Körper 208. 

Bodrigues Formel für die Zu- 
sammensetzung endlicher 
Botationen 175. 

Bollbewegung, ebene; Grund« 
gleichungen 227. 

— von Flächen aufeinander 287. 

— zweier fester Körper auf- 
einander 242. 

— eines starren Körpers auf 
einer ruhenden Fläche bei 
g^ebenen Spuren 248. 

—, freie 244. 

—, allgemeine 246. 

— eines starren Körpers auf 
einer ruhenden Ebene 247. 

— eines starren Körpers mit 
sphärischerKontakwäche auf 
einer Ebene 294. 

Bollplanimeter 236. 

Botation des starren Körpers. 
Zusammensetzung für sich 
schneidende Achsen 170. 

— , Zusammensetzimg für wind- 
schiefe Achsen 178. 

Botationspaar 200. 

Botationsvektor des starren 
Körpers 157, 204. 

— des starren Körpers für end- 
liche Lagenänderung um 
einen festen Punkt 165. 

— , Komponenten desselben X68, 
169. 

22 
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BotationsTektor, Ableitung 
aus den Lagen von zwei 
Punkten des starren Körpers 
177. 

Kotierende Erde 220. 

— f Freier Fall relativ zur rotie- 
renden Erde 222. 

BouthsoheForm fdr die Kom- 
ponenten der Systembe- 
sohleunigung 328, 330. 

Botor, Definition 7. 

S c h i e b u n g des starren Körpers 
155. 

Schlingern (Pivotieren) eines 
rollenden Körpers 244. 

Sohmiegungseoene 33. 

Schrauben-Bewegung 
(Schraubung) des starren 
Körpers 161. 

— , Qesohwindigkeit derselben 
185. 

Schraubenlinie auf dem 
Kreiszylinder 30. 

Schrotsystem 324. 

Schwerpunkt des starren 
Körpers 255. 

Spannende Beschleuni- 
gung s. Beschleunigung. 

Sphärisches Pendel 76, 327. 

Spurgeschwindigkeit 224. 

Spurkurve des Momentan- 
zentrums bei der ebenen Be- 
wegung des starren Körpers 
184. 

StabkettO; ebene 133. 

— , Geschwindigkeit ihrer Ge- 
lenkpunkte 133. 

— yihre kinetische Energie 134. 

Stabplanimeter (Polarplani- 
meter) 233. 

Systeme. 

—, Punktsysteme, freie und ge- 
bundene 112. 

— , zwanglAufige 113. 

— , Koordinaten des S. 113. 

— , Planbewegung des starren S. 
272. 

— , beschleunigungsfreie Bewe- 
g^ung des starren S. 273. 

— , allgemeine Auffassung 322. 



Systeme, Schrotsystem 324. 

— , Modellsysteme der Physiker 
324. 

Systembeschleunigung bei 
der Atwoodschen Fall- 
maschine 117. 

— des zwangläufigen S. 119. 
— , Komponenten derselben bei 

Punktv erbindungen von zwei 
Freiheitsgraden 125, 264. 

— des starren Körpers 268. 

— bei der Planbewegung 272. 
— , allgemeine Komponenten der- 
selben 291. 

— bei der Bollbewegung eines 
starren Körpers auf einer 
Ebene mit sphärischer Kon- 
tf^tfiäche. Komponenten 
derselben 300. 

— beim Kurbelmechanismus 
318. 

— , kanonische Form derselben 

327. 
— , Bouthsche Form derselben 

330. 
Systemgrößen, primitive und 

abgeleitete 254. 

Tangentenvektor 31. 

Tangentialkreis 233. 

Trägheitsellipsoid (voti 
Poinsot) 261. 

Trägheitshauptachsen 259. 

Trägheitsmoment des zu- 
sammengesetzten Pendels 
121. 

— des starren Körpers, Defini- 
tion 256. 

— , Änderung bei Parallelver- 
schiebung der Achse 257. 

— ^, Änderung bei Drehung des 
Koordinatensystems 258. 

Trägheitsradius des zusam- 
mengesetzten Pendels 121. 

— , allgemeine Definition 257. 

Tangentenvektor 31. 

Übergangsgleichungen 96. 
-— für die Drehwinkel des starren 
Körpers 278. 
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Übergangs-Gleichungen 
eb^so ausgedrückt durch die 
Eulerschen Winkel 282. 

— ; allgemeine Darstellung 286, 
289. 

Tektor, Bezeichnung 8. 
— y Definition 6. 

— der G^eschwindigkeit 38. 

— der Beschleunigung 48. 

— der ganzen Beschleunigung 
71, 76. 

— , Eulersoher, der Sjstembe- 
achleunigung eines starren 
Körpers 276. 

— , Eulersche Impulsvektoren 
264. 

— , Eulersche Beschleunigungs- 
vektoren 268. 

Yektordifferentiation 265. 

Verdrehung eines Flächen- 
streifens 241. 

Vertauschungsformel 21. 

Virtuelle Arbeit s. Arbeit 

— Bahnen 94. 

— Verschiebungen 90. 

Wanken eines rollenden Kör- 
pers 244. 

Wellenla^er eines Kurbel- 
mechanismusy spannende Be- 
anspruchung desselben 150. 

Wendekreis 232. 

Windung 34. 

— , Badius derselben 35. 

— , Maß derselben 35. 

— , Zusammenhang mit der Be- 
schleunigung 56. 

Winkel als genchtete Größe 10. 

Winkelabweichung zwischen 
G^eschwindigkeits- und Be- 
schleunigungsvektor 55. 

Winkelbeschleunigung des 
sturen Systems als Funk- 
tionen der Eulerschen Winkel 
und ihrer Zeitderivierten 220. 



Winkelgeschwindigkeit bei 
der Preisbewegung 43. 

— , Zusammensetzung um kon- 
vergente Achsen 198. 

— , Zusammensetzimg um par- 
allele Achsen 199. 

— des starren Körpers 180. 

— als Funktion der Eulerschen 
Winkel und ihrer Zeitderi- 
vierten 219. 

Wurfbahn, parabolische 56. 

Zentralachse des starren Kör- 
pers fdr endliche Lagen&nde- 
rung 162. 

— eines Geschwindigkeits- 
systems 186. 

— , Lage zu den koiigugierten 

Achsen 197. 
Zentralgleichung fOr die 

FlAchenbewegung 91. 
— , allgemeine 92. 

— in Baumkoordinaten 108. 

— für ein System 276. 

— für den starren Körper 
291. 

— fOr allgemeine Systeme 326, 
329. 

Zentralebene der Erzeugen- 
den einer Begelfläche 252. 

Zentralpunkt der Erzeugen- 
den emer Begelfläche 251. 

Zentralellipsoid vonPoinsot 
275. 

Zentrifugal -Beschleuni- 
gung des Zentrifugalregu- 
lators 132. 

Zentrifugalregulator 113, 
129. 

— , kleine Schwingungen des- 
selben 132. 

Zylindergelenkkette 302. 

— mit windschiefen Achsen 
319. 
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